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Prefata

Lucrarea de fatd contine teme legate de programa de fizica pentru studentii din invataméantul
tehnic, cu precadere pentru cei de la invataméantul profilelor electrice (Electronica si Telecomunicatii,
Automatica si Calculatoare si Electrotehnica). Cursul universitar se adreseaza studentilor din anul
intai la Politehnica, fiind destinat studiului de-a lungul unui semestru universitar.

Un curs general de Fizica ar trebui sd cuprindd capitolele: mecanica, fizicdi moleculara si
termodinamica, electricitate $i magnetism, optica, fizicd atomica si nucleara, fizica cuantica si fizica
solidului. Dintre aceste capitole, in acest curs universitar ne vom rezuma la studiul pe scurt al legilor
mecanicii, incluzand studiul oscilatiillor si undelor elastice. Vom aborda apoi fenomenele
electromagnetice. Aceste capitole ale fizicii clasice sunt urmate apoi de scurte introduceri in fizica
cuantica si in fizica solidului, deoarece acestea din urma constituie capitole ale fizicii moderne, cu
aplicatii noi in tehnica.

Notitele de curs au fost elaborate dupa ce acest material a fost parcurs, in ultimii ani universitari,
impreuna cu studentii de la Colegiul “Multimedia” si cu cei de la cursul de cinci ani, ingineri, de la
Facultatea de Electronica s1 Telecomunicatii, a Universitatii "Politehnica" din Timisoara.
Consideram, de aceea, ca temele alese cuprind notiunile elementare de fizicd necesare viitorilor
ingineri.

Primul capitol cuprinde o introducere in Fizica, avand scopul de a pregati studentii cu limbajul,
marimile fizice fundamentale si unitatile lor de masura, precum si cu unele operatii vectoriale.

Capitolul al doilea se refera la teme specifice ale mecanicii clasice, prezentand principiile
fundamentale si teoremele generale din dinamica punctului material.

In capitolul trei se prezinta diverse tipuri de oscilatii armonice, diferitele metode de compunere
ale oscilatiilor, urmate apoi de o introducere in teoria undelor elastice.

Capitolul al patrulea este dedicat electromagnetismului, prezentand intr-o forma concentrata si
cateva teme principiale din teoria macroscopica a undelor electromagnetice (lumina).

In capitolul cinci se realizeazi o trecere in revistd a bazelor fizice ale mecanicii cuantice, adica a
acelor experiente ce au condus la formularea mecanicii cuantelor de energie.

Capitolul sase prezinta teme din fizica solidului, incluzand cateva elemente ale teoriei benzilor de

energie din semiconductori.
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Cuvant de multumire

Ma simt onorata pentru posibilitatea de a le multumi studentilor din anii / Electromecanica, seria
1996-1997, I si Il Inginerie de Afaceri in Electrotehnicad, seriile 1997-1998 si 1988-1999, I Electr-
energeticd, seriiile 1997-1998 si 1998-1999, [ Electronica si Telecomunicatii, colegiul “Multimedia”,
seriile 1999 pana in prezent, dar nu in ultimul rand, studentilor din seria B, an I ETc ingineri, din
generatia bobocilor anului universitar 2001-2002. Le multumesc tuturor acestor studenti, pentru rabdarea
cu care au ascultat acest curs de Fizicd generald si pentru ajutorul acordat intru cizelarea notitelor de
curs, pana la forma lor actuald. In fapt, putem conchide ¢d un curs universitar ideal nu existi. Din
fericire, ar zice stramosii, dar si urmasii, nostri.

Recunostinta mea sincerd se adreseaza, de asemenea, prietenului si colegului din Catedra de
Fizica, Conf.dr.Dusan Popov, sub a carui supervizare apare acest curs universitar de Fizicd generala in
format electronic. Este o premiera pentru Catedra de Fizica a Universitatii “Politehnica” din Timisoara,
desi ea va fi urmata de multi alti colegi.

Nu in ultimul rand, doresc sa le multumesc studentilor din anul / ETc, ingineri, “bobocii din
semestrul doi”, seria B, generatia 2001-2002, care m-au ajutat sa introduc textul si care au ales figurile
din capitolele de Electromagnetism si Mecanica cuantica. O singurd observatie as avea, dar lejerd: au
uitat sa specifice sursa bibliografica a unor figuri. Dar nu este prea grav, deoarece venim la Universitate
ca sd invatam. Mii de scuze autorilor acestor figuri minunate, care nu sunt insa citati.

Aceste notite de curs universitar on line sunt dedicate copiilor mei, studenti randul lor, dar nu la

Stiinte Fizice, Adinel si Bogdanel Barvinschi.



1. Introducere in Fizica

Fizica, fiind una din stiintele fundamentale ale naturii, studiazd cele mai simple dar, in acelasi
timp, si cele mai generale forme de miscare sau de transformare ale materiei. In acest sens, fizica
studiaza toate procesele mecanice, termice, electromagnetice, etc. Scopul fizicii este acela de a descoperi
si aplica legile care guverneaza interactiunile dintre corpurile materiale sau dintre corpurile materiale si
diferite campuri de forte.

Observatia, ratiunea si experienta formeaza metoda stiintifica de studiere a naturii, scopul acestui
demers stiintific fiind intelegerea fenomenelor ce se desfasoard in universul cunsocut de om pana in
prezent. Cea mai importantd misiune a fizicii este stabilirea legilor generale care pot explica modul in
care se defasoard fenomenele fizice observate in natura. intelegerea legilor fizice ale universului nostru a
devenit din ce In ce mai profundd de-a lungul veacurilor, de aceea multe legi ale fizicii au suferit
modificari, completari sau generalizari, pe masurd ce oamenii de stiintd au realizat descrieri tot mai
complexe ale naturii.

in mod traditional, fizica se imparte in mai multe domenii: mecanica, termodinamica,
electromagnetismul, optica, fizica solidului, fizica nucleara. In secolul trecut au fost introduse noi
capitole ale fizicii, cum ar fi: fizica plasmei, fizica semiconductorilor, fizica supraconductorilor,
biofizica, fizica particulelor elementare, etc. Din acest punct de vedere, putem vorbi de caracterul
pluridisciplinar al stiintei in general, deoarece multe din fenomenele studiate se situeazd deseori la

granita dintre mai multe domenii stintifice.

1.1. Notiuni fundamentale ale Fizicii

Fenomen fizic. Fenomenul fizic (procesul sau transformarea) reprezintd o succesiune de
modificari ale unui anumit corp, sau sistem de corpuri, care evolueaza in timp, dupa o anumita lege.
Toate schimbarile de acest fel formeaza obiectul de studiu al fizicii si sunt evaluate calitativ si cantitativ
prin observatii.

Marime fizica si masurare. Marimile fizice definesc proprietati ale corpurilor sau caracterizeaza
procese in care schimbarile ce survin pot fi descrise cantitativ. Exemple de mdarimi fizice sunt: masa,
temperatura, viteza, sarcina electricd. Fizica a fost numitd mult timp stiinta masurarii, deoarece studiul
fenomenelor fizice implicd masurarea marimilor ce le caracterizeaza. Mdsurarea este un proces prin care
se compara marimea fizica respectivd cu o marime bine definitd, de aceeasi naturd, ce a fost aleasa ca

unitate de masurd. Aceastd comparare (sau masurare) se realizeaza cu ajutorul unui instrument de
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masurd. lata citeva exemple de unitati de masurd: Imetru pentru lungimi, 1 secunda pentru durate, 1 kg
pentru mase.

Unele marimi fizice sunt madrimi fundamentale, ele fiind definite numai prin descrierea
procedeului de masurare. De exemplu, distanta se determind prin masurare cu o rigld, iar timpul prin
masurare cu un ceas. Alte marimi fizice sunt mdrimi derivate, ele fiind definite prin formule de calcul ce
utilizeazd marimile fundamentale. De exemplu, viteza reprezintd raportul dintre distanta parcursa si
durata deplasarii corpului.

De-a lungul timpului s-au utilizat diferite sisteme de unitdati de masurd, adica seturi de marimi
fizice fundamentale si de unititi de masurd corespunzitoare acestora. In zilele noastre se utilizeaza cel
mai frecvent Sistemul International de Masurd, cunoscut sub sigla SI, care utilizeazd urmatoarele

mdrimi §i unitati fundamentale:

Marimea fizicd fundamentald | Unitate de masura Simbol
Lungimea 1 metru m
Masa 1 kilogram kg
Timpul 1 secunda ]
Intensitatea curentului electric 1 amper A
Temperatura absoluta 1 kelvin K
Intensitatea luminoasa 1 candela candela (cd)
Cantitatea de substantd 1 mol mol

Doua unitati suplimentare se adauga celor de mai sus, si anume pentru unghiul plan, radianul
(rad) si pentru unghiul solid, steradianul (sterad). Toate celelalte marimi fizice si unitatile lor se exprima
cu ajutorul marimilor fizice si al unitatilor lor fundamentale. In ceea ce priveste multiplii si submultiplii
unitdtilor de masura, pentru a le exprima, se utilizeaza urmatoarele prefixe:

Pentru multipli: 10! deca-; 10% hecto-; 10° kilo-; 10° mega-; 10° giga-; 10" tera-.

Pentru submultipli: 107" deci-; 107 centi-; 10 mili-; 10°® micro-; 10” nano-; 102 pico- .

Alte Sisteme de Unitati. Dintotdeauna, oamenii au avut libertate in alegerea marimilor fizice si a
unitatilor lor de masura. De aici a rezultat un anumit grad de arbitrar in exprimarea marimilor fizice. De
exemplu, in locul masei se poate alege ca marime fundamentald forta. Cele mai frecvente sisteme de
unitati Intalnite in practicd, in afard de SI, sunt: CGS (centimetru-gram-secundd) si MKfS (metru-
kilogram-forta-secundd). O parte a literaturii de fizica este scrisa in sistemul CGS, deoarece era sistemul
cel mai raspandit in secolele XVIII si XIX. Dar legile fizicii, care exprima relatii intre marimi fizice
masurabile, sunt aceleasi indiferentr de sistemul de unitati utilizat pentru a le exprima.

Marimile fizice pot fi marimi scalare sau marimi vectoriale. Marimile fizice scalare sunt
determinate numai prin valoarea lor numerica. Un exemplu de marime scalara este masa unui corp, m =
2 kg. Marimile vectoriale sunt determinate prin valoarea lor numerica (numitd marimea vectorului sau
modulul vectorului), prin directia si sensul vectorului. Modul de scriere al unui vector este urmétorul: (i)

8



F,v,E, i,a, sau (ii) prin litere cu caractere mai groase, F, v, E, i, a. Modulul vectorului poate fi scris

,E,

sub forma: “FH, ||V

I”, ||§|| sau F, v, E, i, a. In paragraful 1.2 vom prezenta operatiile vectoriale

utilizate cel mai frecvent.

Camp fizic. Se numeste camp fizic regiunea din spatiu unde se manifestd o anumita marime
fizica si unde, in fiecare punct din regiune, marimea fizica are o anumita valoare. Campurile fizice pot fi
campuri scalare sau campuri vectoriale, in functie de marimea fizica ce le caracterizeaza. Exemple de
campuri fizice sunt: (i) temperatura dintr-o camera, care formeaza un camp scalar; (ii) vectorii camp
electric dintr-un nor de ploaie, care genereaza un camp vectorial.

Lege fizici. Anumite fenomene sau procese fizice pot avea legaturi cauzale bine definite. Prin
observatii sau prin determindri experimentale, oamenii descoperd aceste legaturi si stabilesc relatiile
cauzale intre schimbarile diferitelor marimi fizice ce caracterizeazd fenomenele respective. Legile
generale care guverneaza fenomenele fizice se numesc legi fizice. Pe baza legilor fizice se poate analiza
un anumit fenomen care este observat in naturd sau in laborator. De asemenea, aplicand legi fizice
specifice, se poate prevedea starea viitoare a unui sistem fizic.

Experiment fizic. Observatiile dirijate efectuate in laborator, in scopul intelegerii unor fenomene
fizice, se numesc experimente. Pentru a fi considerate valabile, experimentele trebuie sa indeplineasca
unele conditii. Trebuie sa existe o concordantd intre: (i) rezultatele analizei stiintifice a unui anumit
fenomen (exprimate printr-o lege), (ii) observatiile dirijate din laborator (experiment) si (iii) observarea
fenomenului in natura.

Timp. Timpul reprezintd o masura a duratei proceselor fizice, el fiind masurat prin durata unui
anumit proces. Mdsurarea timpului se poate face cu ajutorul unor miscari periodice (oscilatii mecanice,
vibratii atomice sau moleculare). Unitatile si etaloanele de timp au evoluat de-a lungul timpului, ele
stabilindu-se in functie de durata unui anumit fenomen fizic periodic uniform. In prezent, unitatea de
timp este secunda. Secunda este definitda pe baza perioadei, Tcs, a radiatiilor emise de atomii izotopilor
de Cesiu-133, in urma unor anumite tranzitii intre doua stéri energetice.

Spatiul si lungimea. Corpurile fizice ocupa un anumit loc in spatiu, avand anumite dimensiuni
(lungime, latime, grosime, volum, arie, etc.). De asemenea, locul lor in spatiu se modificd in functie de
migcarea pe care o efectueaza. Dimensiunea unui corp se stabileste prin compararea sa cu un alt corp,
considerat etalon de lungime. Etalonul de lungime actual este metrul, care reprezintd 1650763,73
lungimi de unda ale radiatiei portocalii a atomului de Kripton-86 la tranzitia 2p;0—5ds in vid. In mod
formal, standardul pentru unitatea de masura a lungimii este distanta dintre doua linii paralele trasate pe
o bara de platina-iridiu, pastrata in conditii de presiune §i temperaturd constante, la Sévres (langa Paris).
Toate celelalte lungimi se exprima prin compararea cu acest metru-standard.

Spatiul constituie o notiune filozofica, el fiind "locul" in care se desfdsoara fenomenele fizice.
Spatiul fizic conventional este spatiul euclidian, care este tridimensional. In spatiul tridimensional sunt

suficiente trei numere care sa descrie pozitia unui corp in spatiu. Aceste numere sunt determinate prin
9



alegerea Sistemului de referinta fata de care se raporteaza corpul. Sistemul de referinta este format dintr-
un sistem de trei axe perpendiculare intre ele in spatiul tridimensinal si un ceasornic, in asa fel incat sa
se poata determina distante si durate de timp. Axele sistemului de referintd au cate un vector unitate,
numit versor, de modul unitate, si a carui directie da sensul pozitiv al axei respective. In fig.1.1 se
prezintd un sistem de referintd, in care axele de coordonate sunt Ox, Oy si Oz. Versorii axelor sunt
vectorii 1, ] si k.

Modul in care se exprimd pozitia corpului in spatiu depinde de sistemul de coordonate. De
reguld, cele trei numere care descriu pozitia corpului sunt proiectiile, pe cele trei axe ale sistemului de
referintd, ale punctului care constituie centrul de masa al corpului. Acestea se numesc coordonatele
carteziene ale corpului. Alte sisteme de coordonate utilizeazd o distantd si doud unghiuri (coordonate
sferice), sau doud distante si un unghi (coordonate cilindrice).

Punct material. Un corp fizic cu dimensiuni neglijabile si avand masa concentratd intr-un punct,
numit centru de masd, se numeste punct material. Aproximatia de punct material constituie cel mai
simplu model fizic. Pe durata deplasarii sale, punctul material se numeste mobil. Pozitia mobilului M din

fig.1.1 este data de vectorul de pozitie, exprimat in functie de coordonatele carteziene sub forma :
f=xi+yj+zk (1.1)
Numerele x, y, si z se numesc coordonatele carteziene ale punctului M.

Modulul vectorului de pozitie este dat de relatia:

r=+x>+y? +2? (1.2)

Relatia (1.2) a fost introdusd si in geometria analitica, pentru a exprima distanta dintre doud

puncte 1n spatiu.
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Fig. 1.1.Sistem de referintd. Coordonatele carteziene ale punctului M.
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1.2. Operatii vectoriale

Sa consideram cd doi sau mai multi vectori actioneaza intr-o zond din spatiu. Ne interesam de
rezultatul compunerii vectorilor, care poate insemna: adunare, produs scalar sau produs vectorial.
Suma vectorilor
Suma, sau rezultanta, a doi vectori este datd de diagonala paraleogramului avand ca laturi cei doi

vectori cu originea comuna, asa cum se poate vedea in fig.1.2. Fie vectorii asib, atunci s =a+b este

suma lor. Aceasta reguld de adunare a vectorilor se numeste regula paralelogramului.

ml

wi

—
b

Fig. 1.2. Suma a doi vectori.

Modulul vectorului rezultant se calculeaza cu formula lui Pitagora generalizata:

s=\/a2+b2+2abcosa (1.3)

In cazul compunerii a mai multi vectori, se aplici succesiv regula paralelogramului, sau se
foloseste regula poligonului. Pentru aplicarea regulii poligonului, vectorii sunt reprezentati unul dupa
altul, fiecare avand originea in varful celui pe care-1 precede. In acest caz, linia care inchide poligonul
format de vectori reprezintd suma lor vectoriald, avand originea in originea primului vector si varful in

varful ultimului vector, asa cum se vede in fig. 1.3.
Reciproc, orice vector poate fi descompus, dupd doud directii arbitrare in plan, obtindnd doi

vectori coplanari, sau dupa trei directii arbitrare in spatiu, obtinandu-se componentele vectorului dupa

acele directii.

12
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Fig. 1.3. Regula poligonului.

Daca cele doud directii (sau trei in reprezentarea tridimensionald) sunt perpendiculare intre ele,
atunci componentele vectorului se numesc componente ortogonale, asa cum se vede in fig.1.4.

Componentele vectorului a in plan sunt ay si ay:

a=a,+a,=a,1+a,] (1.4)
Atunci cand se fac proiectiile vectorului pe cele trei axe de coordonate carteziene, se obtin

componentele ortogonale in spatiu ale vectorului a , date de relatia (1.5), si reprezentate in fig.1.5.

a=a +a +ta,=a li+a j+ak (1.5)
¥
- ——— —
. E .
-}
¥ |
I
et |
i X
—
2y

Fig. 1.4. Componenetele ortogonale in plan ale unui vector.

Componentele vectorului a se pot aduna, rezultand modulul vectorului.

_ 2 2 2
a=.a, +a, +a,
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Fig. 1.5. Componentele unui vector in spatiu.
Produs scalar a doi vectori.
Produsul scalar a doi vectori este marimea scalard data de operatia:
a-b=a-b-cosa=a,b, +a b, +a,b, (1.6)

unde o este unghiul dintre directiile celor doi vectori, iar ay, ay, a,, by, by, b, sunt componentele celor doi
vectori. In urma operatiei de produs scalar a doi vectori se obtine un scalar.
Produs vectorial a doi vectori.
Prin produsul vectorial a doi vectori se obtine o marime vectoriala, datd de rezultatul

determinantului urmator:

—.}

i K
axb= a, (1.7)
bZ

a, a,
b, b,

Vectorul rezultant al produsului vectorial a doi vectori este orientat perpendicular pe planul
format de cei doi vectori, avand sensul dat de regula burghiului drept.
Daca se cunoaste unghiul format de cei doi vectori, atunci modulul vectorului obtinut prin

produsul vectorial este de forma:
\axﬂzabgna (1.8)

unde a este unghiul dintre directiile celor doi vectori.
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2. Mecanica clasica

Mecanica clasica se bazeaza pe legi ale naturii ce au fost formulate de Isaac Newton in anul 1686
in lucrarea sa, devenita celebra, "Principiile fundamentale ale stiintelor naturii". Mai precis, mecanica
este acea parte a fizicii care studiazd miscarea mecanicd a corpurilor si conditiile de echilibru ale
acestora. Problema mecanicii este stabilirea ecuatiilor de miscare ale corpurilor.

Ecuatiile de miscare dau forma traiectoriei miscarii corpului. Traiectoria indicd pozitiile

succesive in spatiu pe care le va ocupa corpul de-a lungul miscarii sale.

2.1. Notiumi generale

Cunoagterea migcarii unui corp presupune stabilirea localizarii lui in spatiu si in timp. Fie un

punct material M, aflat in miscare pe o traiectorie in spatiu, ca in fig.2.1.

z . .
traiectoria
5 L
- -
-
t—
- M
I
1
T |
1
= I
k |
=
= _J ! ¥
i
— [ - Y
— | »
—_ -
x -~ o _______ _: =

Fig. 2.1. Traiectoria punctului material intr-un sistem de referinta cartezian.
Vectorul de pozitie al punctului material, dat de relatia (1.1), este de forma:
T=xi+yj+zk 2.1)
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Distanta parcursa de mobil in decursul miscarii este datd de vectorul deplasare, definit ca:

—_ —

Ar=r1, -1, (2.2)
unde 1; sir, sunt vectorii de pozitie ai punctului material iIn momentele t; si to.

Viteza medie a punctului material este raportul dintre vectprul deplasare, Ar, (si intervalul de

timp in care s-a efectuat deplasarea:

v,=X_%7h 2.3)
At t,—t,

Viteza momentand, sau instantanee, se obtine din limita cand At tinde la zero 1n relatia (2.3), adica

viteza instantanee reprezinta derivata in raport cu timpul a vectorului deplasare:

At -1 dF
V= tim &L= gim 270 _dr T (2.4)
At>0 At A0t —t,  dt

. . . P e . 9 .
In formula (2.4) am folosit notatia & = r , care reprezintd o notatie uzuald pentru derivata
t

vectorului deplasare in raport cu timpul. Vectorul viteza momentana este tangent la traiectorie, asa cum

se vede 1n fig.2.2.

<

.

Fig. 2.2. Vectorul vitezd momentana.

Avand in vedere faptul ca versorii axelor de coordonate sunt vectori constanti, rezultd ca derivarea
in raport cu timpul a vectorului de pozitie se aplicd doar coordonatelor, X, y si z, ale punctului material,
obtinandu-se viteza momentana sub forma:

_odr e e e
v=—=1 =x1i+yj+zk (2.5)
unde derivatele in raport cu timpul ale coordonatelor reprezintd componentele, vy, vy §i v,, ale vectorului

vitezd momentana:
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._d_X_

dt *

- d

y:d—}::vy (2.6)
o_%_

a7

Acceleratia medie a punctului material reprezinta variatia vectorului viteza impartita la intervalul
de timp corespunzator acestei variatii:
AV
Xt 2.7)

a =

m

Acceleratia momentand, sau instantanee, a punctului material este definita ca derivata vectorului

viteza in raport cu timpul, deci este a doua derivata in raport cu timpul a vectorului deplasare:

A = 22 e, e
5:hmAV:d(dfj:d2f:V _ 2.8)
o0 At deldi ) dt

Componentele vectorului acceleratie momentana reprezintad derivatele in raport cu timpul ale

componenetelor vitezei particulei:

oo d2X .
= dt2 = X =aX
. dZy .
Y=z =V, =4, (2.9)
. dZZ .
At

Notatiiile 1 ,X, y,sau z reprezintd derivatele de ordinul doi in raport cu timpul ale marimilor

fizice respective.
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2.2. Principiile fundamentale ale dinamicii

Rezolvarea problemelor de mecanica clasicd se bazeazd pe cateva principii fundamentale,
obtinute prin generalizarea observatiilor experimentale. Cele trei principii, ce au fost formulate de Galilei
si de Newton, sunt suficiente pentru a explica toate miscarile mecanice clasice, adicd miscarile ce se
desfiasoard cu viteze mult mai mici decat viteza luminii in vid, ¢ = 3 10° m/s. Daci vitezele punctelor
materiale se apropie de viteza luminii in vid, atunci miscarile lor se supun principiilor relativitatii

restranse ale lui Einstein.

Principiul inertiei

Principiul inertiei a fost formulat prima data de Galilei si este cunoscut sub forma urmatoare:

"Un corp isi pastreaza starea de repaus sau de miscare rectilinie si uniforma atata timp cat asuprea lui nu
se exercita nici o fortd, sau dacd rezultanta tuturor fortelor este zero".

Principiul inertiei introduce notiunea de fortd. Forta este o marime vectoriald, avand ca unitate de
mdsurd in SI 1 newton, [F]s; = 1 N. Prin intermediul fortelor, corpurile actioneaza unele asupra altora,
transmitand miscarea mecanicd. Campurile de forte sunt si ele raspunzatoare de transmiterea
interactiunilor mecanice.

Conform acestui principiu, rezultanta egald cu zero a unui numar oarecare de forte este
echivalentd cu inexistenta fortei. Miscarea unui corp asupra cdruia actioneazd mai multe forte a caror
rezultanta este nula sau asupra caruia nu actioneaza nici o fortd se numeste miscare inertiala.

Asa cum stim, miscarea este caracterizata in raport cu un sistem de referinta ales arbitrar, de aceea
migcarea are caracter relativ. In acest sens, Galilei a formulat principiul relativitatii miscarii mecanice.
Sa consideram un calator asezat intr-un vagon de tren, ce se deplaseaza rectiliniu si uniform. Calatorul se
poate gasi intr-una din starile mecanice urmatoare: (i) este in repaus, in raport cu sistemul de referinta
legat de tren, (ii) este In miscare rectilinie uniforma cu o viteza egala cu viteza trenului fatd de un sistem
de referinta legat de Padmant, (iii) este in miscare acceleratd, In raport cu un sistem de referintd legat de
Soare, deoarece Pamantul este in miscare acceleratd fatd de Soare. Toate sistemele de referintd ce se
migcd rectiliniu si uniform se numesc sisteme de referintd inertiale. In aceste sisteme de referintd este

valabil principiul inertiei.

Principiul fortei sau a doua lege a dinamicii.

Newton a descoperit faptul ca o fortd care actioneaza asupra unui corp ii imprima acestuia o
acceleratie, proportionala cu forta si invers proportionald cu masa corpului. De aceea el a scris legea a

doua a dinamicii sub forma:
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F=mi (2.10)

Masa este o masurd a cantitatii de materie continuta in corp. Cantitatea de miscare sau impulsul

unui corp se defineste ca produsul dintre masa si vectorul viteza al corpului:

p=mv (2.11)
Unitatea de masurd pentru impulsul mecanic este [pls; =1 kg ms™.
Pornind de la impulsul mecanic al corpului, putem deduce forma cea mai completd a definitiei

fortei pentru un corp de masa constanta. Derivadm impulsul mecanic in raport cu timpul:

@ _dms)_dm &

dt dt dt dt
Daca masa este constantd, derivata ei in raport cu timpul este nuld, iar relatia de mai sus devine:
F= M - md_V (2.12)
dt dt
Astfel, legea fundamentala a dinamicii se scrie sub forma:
- dp
F=— 2.13
it (2.13)

sau, in cazul corpurilor de masa constanta, legea se scrie sub forma:

Fem®
dt

Viteza este prima derivatd in raport cu timpul a vectorului de pozitie. Rezulta ca forta se poate

exprima si sub forma:

F=m—=mT (2.14)

Ecuatiile de miscare se obtin din legea (2.14), sub forma unor ecuatii diferentiale de ordinul doi.

Prin integrarea acestor ecuatii, tindnd cont de conditiile initiale, se obtin legile de miscare ale corpurilor.

Principiul actiunii si reactiunii.

" Oricarei actiuni 1 se opune Intotdeauna o reactiune egald in modul si de sens contrar." Cele doua
forte, actiunea si reactiunea, sunt aplicate simultan si la corpuri diferite, de-a lungul dreptei care uneste

cele dou corpuri. In acest caz este vorba de interactiunea mutuala simultani si nu de o cauzi si un efect.
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Principiul independentei actiunii fortelor

Experimental, se constatd ca fiecare dintre fortele la care este supus un corp actioneaza

independent de celelalte forte aplicate corpului. Din acest principiu rezultd posibilitatea Inlocuirii unui

- > -
ansamblu de forte, F,, F,, ...,F,, prin rezultanta lor, egala cu suma vectoriala:

- - - n -

F+F, +..+F =) F (2.15)

n 1

Principiul relativitatii din mecanica clasica.

Miscarea mecanicd este raportata la sisteme de referintd. Din acest punct de vedere, miscarea este
relativa. Sistemele de referintd pot fi in repaus, In miscare rectilinie §i uniforma (sisteme de referinta
inertiale), sau in miscare acceleratd (sisteme de referintd neinertiale). in anul 1632 Galilei enunti
principiul relativitatii in mecanica clasica, afirmand ca toate legile mecanicii raman neschimbate fatd de
orice sistem de referinta inertial. Din punct de vedere mecanic, toate sistemele de referintd inertiale sunt
absolut echivalente. Nici un sistem de referinta inertial nu poate fi considerat absolut, toate fiind egal
indreptatite. Prin urmare, nici o experientd mecanicd efectuatd in interiorul unui sistem de referinta
inertial nu ne permite s determinam migcarea rectilinie si uniforma sau starea de repaus a sistemului de
referinta fata de stelele fixe (adica fata de alte sisteme de referinta inertiale). Din interiorul vagonului de
tren din exemplul anterior nu ne putem da seama daca acesta merge uniform si rectiliniu sau sta pe loc,
deoarece orice experientd mecanica da acelasi rezultat in ambele cazuri.

Lucrurile se schimba radical atunci cand avem de-a face cu sisteme de referintd neinertiale, adica
aflate in miscare accelerati. In acest caz legile lui Newton nu mai sunt valabile si cu ajutorul
experientelor mecanice efectuate in interiorul sistemului putem determina acceleratia acestuia. In
sistemele de referintd neinertiale se excercita fortele de inertie. Cel mai simplu exemplu de fortd de

inertie este forta centrifugd din miscarea circulara.
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2.3. Teoreme generale in dinamica punctului material

Ca o consecinta a principiilor fundamentale ale dinamicii, se obtin legile ce guverneaza unele
marimi fizice ale punctului material (impuls mecanic, energie, moment cinetic). Aceste legi se mai

numesc $i teoremele generale in dinamica punctului material.

Teorema impulsului

Impulsul mecanic sau cantitatea de miscare este un o marime vectoriald ce caracterizeaza starea
de misgcare mecanicd a punctului material. Atunci cand asupra punctului material se exercita forte, acesta
isi schimba impulsul mecanic. Aplicind legea fundamentald a dinamicii, putem deduce teorema
impulsului:

- dp
F=SP
dt

Forta care actioneazd asupra punctului material este egala cu variatia impulsului mecanic al
acestuia 1n unitatea de timp. Daca forta este constanta, impulsul mecanic va creste in timp.

2 ty ty
j@:jF&:FLﬁ:Hg—g) (2.16)
1 t, t,

PP, = F(tz _tl)

Daca forta este nula, atunci impulsul mecanic rdméne constant.

FzO:%zO:ﬁzconstant (2.17)

Relatia (2.17) constituie teorema conservarii impulsului mecanic: Impulsul mecanic al punctului
material este constant daca asupra acestuia nu actioneaza forte, sau dacd rezultanta lor este nula.

Aceasta teoremi de conservare se extinde si asupra sistemelor de puncte materiale: Intr-un sistem
fizic izolat fatd de mediu, sau daca rezultanta fortelor exterioare exercitate asupra sistemului este nula,

impulsul mecanic al sistemului se conserva.

Teorema momentului cinetic
Momentul kinetic,J , al punctului material este rezultatul produsului vectorial dintre vectorul de
pozitie si impulsul punctului material:
J=fxp=fxmv (2.18)
Conform definitiei produsului vectorial, vectorul moment cinetic este orientat perpendicular pe
planul format de vectorii rsip si are sensul dat de regula burghiului drept. Momentul cinetic este

exprimat in SIin: [J]s;=1kgm’s'=117s.
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Momentul unei forte care actioneaza asupa punctului material in raport cu un pol este rezultatul

produsului vectorial dintre vectorul de pozitie al punctului de aplicatie al fortei si forta:

M=7fxF=7fxma (2.19)
Momentul fortei expriméa capacitatea fortei de a roti corpul in jurul unei axe care trece prin polul
considerat. Unitatea de masura pentru momentul fortei este: [M]s; =1 N m.
Plecand de la definitia momentului fortei si utilizind formula fundamentald a dinamicii, putem

deduce teorema momentului cinetic:

o dv dls_d(q q)_dj

M=rxma=rxm—=rx—=—(Ixp)=—
dt dt dt dt
deoarece derivata in raport cu timpul a momentului cinetic este:
—(fXI_j)ZEXI_jﬁ-fXd—p = meV+?xd—p=O+fxd—p
dt dt dt dt dt

In calculele formale de mai sus am tinut cont de faptul ¢ produsul vectorial al vitezei cu impulsul
mecanic este nul, cei doi vectori fiind paraleli (sin 0° = 0). Astfel, obtinem expresia teoremei momentului
cinetic: Variatia momentului cinetic al unui punct material in unitatea de timp este egald cu momentul
fortei care actioneaza asupra punctului material.

M= (2.20)
dt

Daca momentul fortei este nul, atunci momentul cinetic se conserva.

MzO:%:O:j:constant (2.21)

Relatia (2.21) constituie teorema conservarii momentului cinetic.

Energia mecanica si teoremele energiei

Consideram miscarea punctului material intr-un camp de forte, ca in fig.2.3. Deplasarea punctului

material pe drumul infinit scurt, dr, se face sub actiunea unei forte F. Se numeste lucru mecanic
elementar efectuat de fortd marimea scalard obtinutd din produsul scalar al fortei cu deplasarea infinit
mica:

dL=F-

N
r

(2.22)
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Fig. 2.3. O deplasare infinit micd a punctului material pe traiectorie.

Pentru calculul lucrului mecanic efectuat de forta Flao deplasare a punctului material intre

punctele 1 si 2 ale traiectoriei se integreaza lucrul mecanic elementar:
2 = b
L, =[F-dr (2.23)
1

Lucrul mecanic se exprima in Joule, [L]s;=1J=1Nm.
Energia cinetica este marimea scalara egala cu produsul dintre masa si patratul vitezei punctului

material, impartite la doi:
E. = %m v: (2.24)

Unitatea de masura pentru energia cinetica este [Ec]si =1 J.
Pornind de la expresia lucrului mecanic elementar efectuat de fortd asupra punctului material se

poate deduce teorema variatiei energiei cinetice:

dL:F-&)r:mg-(ﬂ:md_\)/gszd;
dt dt

dL =d[% mvzj ~dE,

Aceste ultime calcule aratd ca variatia infinitezimala a energiei cinetice a punctului material este
egald cu lucrul mecanic elementar efectuat de forta asupra lui. Pentru o deplasare finitd de lal la 2 a
punctului material se obtine teorema variatiei energiei cinetice: Lucrul mecanic efectuat de rezultanta
fortelor care actioneaza asupra punctului material este egal cu variatia energiei cinetice a acestuia:

L12 :ECZ _Ecl (225)

Se constata ca, in anumite cazuri, lucrul mecanic efectuat asupra punctului material nu depinde de
forma drumului parcurs, ci numai de pozitia initiala si finala (vezi fig. 2.4). In acest caz se spune ca

fortele sunt conservative, iar campul de forte repectiv este un cdmp conservativ, de asemenea. El se mai
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numeste $i camp potential. Sa consideram drumurile (A) si (B) pe care se poate deplasa un punct material

sub actiunea unor forte conservative.

Fig. 2.4. Traiectorii ale punctului material intre doua puncte in spatiu.

Datoritd faptului ca lucrul mecanic efectuat la deplasarea intre doud puncte depinde doar de
pozitiile 1 si 2 ale traiectoriilor posibile, vom putea scrie:
L,= [Fdr= [Fdr (2.26)
(A) (B)

In acest caz, lucrul mecanic efectuat de fortele cAmpului potential se poate scrie si sub forma:
2. - — —
L,=[Fdr= U(rlj = U(rzj (2.27)
unde U(rﬁ1 ) si U(rﬁ2 ) sunt energiile potentiale ale punctului material in punctele 1 si 2 ale traiectoriei.

Putem spune cd lucrul mecanic efectuat de fortele conservative se realizeaza pe seama scaderii

energiei potentiale a punctului material:

L, =-AU =-[U(%,)- U5 )] (2.28)

Lucrul mecanic efectuat de fortele conservative este egal cu variatia energiei potentiale a
punctului material luata cu semn schimbat. Aceasta relatie este valabild si pentru deplaséri infinit mici ale

punctului material:

dL = E-dr =—dU

De aceea, se poate spune ca fortele conservative deriva din potentiale, adica din energii potentiale:

F(ﬂz_dU:F:_dTU:_VU:_ a_UIJra_UjJr&_UE
dr oy 0z
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unde am utilizat gradientul energiei potentiale:

vu=| i Y5, Dy
ox oy oz

In continuare sa analizam cateva cAmpuri potentiale:
1. Campul gravitational. Energia potentiald in cdmpul gravitational depinde de inaltimea, h, la
care se afla punctul material, de masa m:
U=mgh
unde g este acceleratia gravitationala.

De aceea forta de greutate este F = i—g =mg.

. : . - 1 . .
2. Campul fortelor elastice. Energia potentiald este U = Ekxz, iar forta elasticd este de forma:

unde k este constanta de elasticitate.
3. Campul electrostatic. Potentialul electric al unei sarcini electrice, de valoare Q, este

vo_Q

- ’
drer

iar energia potentiala a unei sarcini electrice q aflate in cdmpul electric al Iui Q este:

U=qv=-92_
4mer

Derivand energia potentiala la r, obtinem expresia fortei electrostatice:

dv qQ
F:— —_————
qdr 47er?

Energia mecanica

Prin definitie, suma dintre energia cineticd §i energia potentiald se numeste energie mecanica a
punctului material.

E =E _+U (2.29)

Daca asupra punctului material actioneaza forte neconservative, energia mecanicd nu radmane
constantd. Exemple de forte neconservative sunt: forta de tractiune (duce la cresterea energiei mecanice)
si forta de frecare (duce la scaderea energiei mecanice).

Teorema conservarii energiei mecanice: in cazul miscarii In campuri de forte conservative,
energia mecanica a punctului material rimane constantd. Teorema conservarii energiei mecanice este

valabila si in cazul sistemelor de puncte materiale care sunt izolate fata de mediu.
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Gradientul unei functii scalare de coordonate

In anumite cazuri, avem nevoie de un vector special, numit vectorul nabla, ale carui componente

sunt definite prin operatiile de derivare partiala:

vo(o 0@
ox " 0y oz

Atunci cand este aplicat unei marimi scalare, vectorul nabla di trei cantitati ce formeaza

componentele unui vector. Operatia numitd gradientul unei functii scalare, U(x, y, z), consta in:

vu=17, Y5, Vg
ox Oy oz

Semnificatia fizicd a gradientului. Vectorul gradient al unei functii scalare de potential este
perpendicular pe suprafata de potential constant, fiind orientat in sensul celei mai rapide variatii in spatiu

a functiei potential.
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3. Oscilatii si unde
3.1. Notiuni generale

Se numeste oscilatie fenomenul fizic In decursul caruia o anumitd marime fizicd a procesului
prezintd o variatie periodica sau pseudo-periodica. Un sistem fizic izolat, care este pus in oscilatie printr-
un impuls, efectueaza oscilatii libere sau proprii, cu o frecventd numita frecventa proprie a sistemului
oscilant. Oscilatiile pot fi clasificate in functie de mai multe criterii.

Din punct de vedere al formei de energie dezvoltata in timpul oscilatiei, putem intélni: (i) oscilatii
elastice, mecanice (au loc prin transformarea reciprocia a energiei cinetice In energie potentiald); (ii)
oscilatii electromagnetice (au loc prin transformarea reciproca a energiei electrice in energie magnetica);
(ii1) oscilatii electromecanice (au loc prin transformarea reciprocd a energiei mecanice in energie
electromagnetica).

Din punct de vedere al conservarii energiei sistemului oscilant, putem clasifica oscilatiile in: (i)
oscilatii nedisipative, ideale sau neamortizate (energia totald se conserva); (ii) oscilatii disipative sau
amortizate (energia se consuma in timp); (iii) oscilatii fortate sau intretinute (se furnizeaza energie din
afara sistemului, pentru compensarea pierderilor).

Marimi caracteristice oscilatiilor periodice.

Sa notam cu S(t) marimea fizicd ce caracterizeaza o oscilatie. Atunci, daca T este perioada

oscilatiei, marimea S are aceasi valoare la momentul t i la un moment ulterior, t+ T:
S(t) = S(t+T)

Media lui S pe o perioada se calculeaza prin relatia:
1 T
<S>=—|S(t)dt
- j ®
Valoarea efectiva a lui S, ridicata la puterea a doua, este datd prin definitia:
1 T
S =—|S*(t) dt
P =7 j O]

Oscilatiile armonice reprezintd acel tip de oscilatii In care marimile caracteristice se pot exprima
prin functii trigonometrice (sinus, cosinus ) sau prin functii exponentiale de argument complex. Acele
oscilatii care nu sunt armonice, se pot descompune in serii Fourier de functii. Reamintim, de asemenea,

formulele lui Euler, care vor fi utile in calculele urmatoare:

A =p(cosq)+isin(p):a+ib
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pz ‘el(p‘ =p2 —22+b2
b
tgp =—
a
Miscarea oscilatorie armonica apare foarte des in situatiile practice. Un exemplu foarte la
indemana 1l constituie bataile inimii. Se spune ca Galilei folosea batdile inimii sale pentru a cronometra

migcdrile pe care le studia.
3.2. Miscarea oscilatorie armonica ideala

In absenta unor forte de frecare sau de disipare a energiei, miscarea oscilatorie este o miscare
ideald, deoarece energia totald a oscilatorului rimane constanta in timp. Miscarea este reversibild, astfel
ca dupa o perioada oscilatorul revine In pozitia initiala si procesul se reia. Forta care determind revenirea
oscilatorului in pozitia initiala si care permite continuarea oscilatiei se numeste forta de revenire. Aceasta
fortd de revenire poate fi forta elastica dint-o lama metalica, presiunea dintr-un tub si, in general, orice
forta care produce o deformare elastica.

Séa consideram un oscilator mecanic format dintr-un resort elastic i un corp punctiform, de masa m, legat
la capatul liber al resortului, ca in fig.3.1.a. Daca se pune corpul in migcare prin intermediul unei forte si
daca nu exista frecari, sistemul va efectua o miscare periodicd in jurul pozitiei de echilibru, numita

oscilatie ideala.

Forta elastica din resort, Fe , este singura forta din sistemul mecanic, asa cd putem scrie formula

fudamentala a dinamicii sub forma:
ma=-ky 3.1
unde k este constanta elastica a resortului, iar y este alungirea acestuia (y se numeste elongatia miscarii) .
Ecuatia de migcare a corpului devine:

ma+ky=0 (3.2.a)
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Fig. 3.1. Oscilator mecanic ideal: a) momentul initial; b) alungirea y produce forta de revenire F, ;

c¢) amplitudinea miscarii oscilatorii.

Acceleratia corpului reprezinta derivata de ordinul doi la timp a vectorului deplasare, de aceea

ecuatia de miscare devine:

d’y
m—-+ky=0 3.2.b.
e y ( )
Impartim ecuatia (3.2.b) la m si obtinem:
d’y k
—+—y=0 3.3
o Y (3.3)

W, = | — (3.4)

Solutiile particulare ale ecuatiei diferentiale de ordinul doi (3.3) sunt functii de forma:
y(t) ="t

Cu ajutorul formulelor lui Euler, aceste functii se pot scrie sub forma functiilor trigonometrice.

Astfel, se poate ardta ca solutia generala a ecuatiei (3.3) este de forma:
y(t) = A sin(wo t + @p) (3.5

unde A reprezintd valoarea maxima a elongatiei §i se numeste amplitudinea miscarii oscilatorii, iar @,
este faza inifiala a miscdrii. Ambele constante de integrare, A si ¢,, se determina din conditiile initiale
ale miscarii (la t = 0 trebuie cunoscute, de exemplu, pozitia si viteza initiald).

Mairimea @(t) = o,t+ ¢, se numeste faza oscilatiei.

Viteza oscilatorului este prima derivata la timp a elongatiei si este egald cu:
dy

v(t) = P Ao, cos(m,t+ ¢, ) (3.6)
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Acceleratia oscilatorului este prima derivata la timp a vitezei, sau a doua derivatd in raport cu
timpul a elongatiei:

2
a(y =2 -4

& a = —Amé sin(coot +0, ) = —(Dgy (3.7

Reprezentarea marimilor vectoriale periodice se poate realiza si prin intermediul fazorilor.
Fazorul este un vector rotitor In sens trigonometric pozitiv intr-un plan Oxy, care are vitexa unghiulara
o, . Lungimea fazorului este egald cu modulul vectorului pe care il reprezinta, adicd fazorul este egal cu
amplitudimea miscarii oscilatorii. Faza vectorului reprezentat este egala cu unghiul format de fazor cu
axa orizontala, Ox. Vectorul reprezentat este egal cu proiectia fazorului pe axa verticala Oy. Fazorul din

fig. 3.2 reprezinta elongatia oscilatorului ideal, in diferite momente de timp.

¥(t)

Fig. 3.2. Reprezentarea fazoriala a oscilatiei.

Vectorul FO) reprezinta fazorul corespunzator momentului initial, iar vectorul m reprezinta
fazorul la momentul t. Elongatia y(t) se determina prin proiectia pe axa Oy a fazorului Ft) :
y = Asin@(t)
unde @(t)este faza oscilatiei, @(t) = ®,t+ @, .

Marimile fizice caracteristice ale oscilatorului ideal pot fi reprezentate grafic in functie de timp.

Daca faza initiala este nuld, se obtin graficele functiilor y = f(t), v = f(t) si a = f(t) din fig.3.3.
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alt)

Fig. 3.3. Elongatia, viteza si acceleratia oscilatorului ideal in functie de timp.

Energiile cinetica si potentiala ale oscilatorului ideal sunt de forma:

1 1

B, - L = Lnaodeos®(ogt +0,) @8
1 1 .

E = gkyz = §kA2 sin’ (@t +, ) G2

Se observa ca energiile cineticad si potentiald elastica sunt dependente de timp. Din definitia
vitezei unghiulare obtinem:
k=mo,
Energia mecanica a oscilatorului ideal este suma energiilor cinetica si potentiala, fiind de forma:
1 2 2 2 1 2 22
E=E +E = EA o, cos” (o, t +(p0)+5kA sin” (w,t + @, ) =

1 1 (3.10)
= Ek Az[cosz((oot + ¢, )+sin®(w,t+ (po)]z Ek A’

Din relatia (3.10) se vede ca energia mecanica a oscilatorului ideal este constantd, ceea ce
constitue legea conservarii energiei mecanice a oscilatorului ideal.
In decursul oscilatiei ideale, energiile cinetica si potentiald elastica ale oscilatorului ideal sunt variabile in
timp, transformandu-se una in alta, in asa fel incat suma lor si rimana constantd. in fig.3.4 sunt
reprezentate energiile cinetica, potentiala si totald in functie de elongatia y. Se poate observa ca desi
energia potentiald este variabild, fiind reprezentatd de parabola din figurd, totusi energia mecanica a

oscilatorului ideal este constanta.
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Fig.3.4. Energiile cinetica, potentiala si totala in functie de elongatia oscilatorului ideal.

Conservarea energiei mecanice a oscilatorului constituie efectul direct al faptului ca fortele

elastice sunt forte conservative. Caracterul oscilant al miscarii se poate constata si din transformarea

periodicd a energiei cinetice in energie potentiala si reciproc.
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3.3. Compunerea miscarilor oscilatorii armonice

Pe baza legilor miscarii oscilatorii armonice ideale se pot studia miscari oscilatorii mai complexe,
care rezultd din compunerea a doud sau mai multe oscilatii armonice, care se desfasoard pe directii

paralele sau pe directii perpendiculare.

3.3.1. Compunerea oscilatiilor armonice paralele de aceeasi pulsatie

S& presupunem cd un punct material de masa m este legat de doud resorturi elastice, asa cum se
vede in fig.3.5, fiind supus simultan la doud forte elastice pe aceeasi directie dar in sensuri diferite. Cele

douad resorturi elastice sunt identice, adica au aceeasi constanta elastica, k ;= k, = k.

_:.,—“}

E, F k

| I

N ‘
} | v

O

Fig.3.5. Oscilatie armonica sub actiunea a doud forte elastice paralele.

Daca asupra punctului material s-ar exercita numai actiunea fortei elastice, F1 , atunci elongatia
oscilatiei sale armonice, la un moment oarecare de timp, ar fi:
vy, (t) = A, sin(ot+0,,) (3.11)
Daca s-ar exercita numai actiunea fortei elastice Fz, atunci elongatia oscilatiei armonice ar fi:
¥>(1) = A, sinot + ¢, ) (3.12)

. . e k
Am notat pulsatia proprie a oscilatiilor independente cu ® = ,|— .
m

Atunci cand asupra punctului material se exercitd simultan ambele forte elastice, miscarea sa va fi

tot o oscilatie armonica, a carei elongatie este datd de suma:

yO) =y, () +y, () (3.13)
Fiind vorba tot de o oscilatie armonica, rezulta ca elongatia oscilatiei compuse trebuie sa fie de forma:
y(t) = Asin(ot + ¢,) (3.14)

Se pune problema determindrii amplitudinii rezultante, A, si a fazei intiale, ¢,, a miscarii

compuse. Vom utiliza metoda fazorilor pentru determinarea celor doua necunoscute. Observam in fig.
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3.6. ca fazorii corepunzatori celor doua oscilatii, y;(t) si y2(t), se rotesc in faza, deoarece au aceeasi viteza

unghiulara, .

¥ —_
vl . A
— J_,-"’-’ l,fl
A, -7 20
3’2 ““““ ; |
7 |
' |
! SN P
Yl———— G ’_} 0 I
| [ 1 |
' [
1] p P
| 0z | |
w | 01 | | .
£ g X

Fig. 3.6. Reprezentarea fazoriala a compunerii oscilatiilor paralele.

Diferenta de faza dintre cele doua oscilatii este independenta de timp:
Ap=0,() =9, () =ot+ ¢y, —Ot =@y =Py, — P,
Cei doi oscilatori au fazorii E si Kg , aflati in faza si care formeaza acelasi unghi, A, in

decursul rotatiei lor. Conform regulii de adunare a vectorilor, fazorul corespunzator amplitudinii

_—

oscilatiei rezultante este egal cu diagonala paraleleogramului format de fazorii AT st A,

A=A A

Modulul vectorului A , adica amplitudinea oscilatiei rezultante, se obtine din formula generalizata

a lui Pitagora:

A=JA?+ A2 +2A A, cos(pg, — ) (3.15)

Faza initiala a oscilatiei rezulante este:

_X=Y1+Y2 _ A, singy +A,sing, (3.16)

tgp, = =
’x X, +X, A, cos@, +A,cospy,

In practica se intdlnesc urmatoarele cazuri particulare ale compunerii oscilatiilor paralele de

aceeasi frecventa:
a). Amplitudinea rezultantd poate fi maxima, A = A; + A;, daca diferenta de faza initiald este

nulda, Ap =0. In acest caz oscilatorii sunt in faza.

34



b). Amplitudinea rezultantd poate fi minima, A = | Al- A | , daca diferenta de faza initiala este

A = 1t. In acest caz oscilatorii sunt in opozitie de faza.

c). Amplitudinea rezultant poate fi egald cu A = /A’ + A2, dacd diferenta de fazi initiald este

T s I . - »
Ap = 5 In acest caz oscilatiile sunt In cuadratura de faza.

d). Daca A; = A; si oscilatiile sunt in opozitie de faza, atunci prin compunerea lor se obtine o

rezultana egald cu zero, adica oscilatia se stinge.

3.3.2. Compunerea oscilatiilor armonice paralele de frecventa diferita

Consideram doua oscilatii armonice individuale ale punctului material de masd m. Una dintre
oscilatii are pulsatia proprie ®;, iar cealalta are pulsatia proprie m,. Diferenta dintre cele doua frecvente
de oscilatie nu este insa prea mare. Elongatiile celor doua oscilatii armonice independente sunt de forma:

y,(t) = A, sin(o,t+¢,) (3.17.a)
y,(t) =A, sin(w,t+¢,) (3.17.b)
Punctul material este supus simultan ambelor oscilatii, aga cum se poate vedea in fig. 3.7, si ne propunem

sd determindm ecuatia oscilatiei rezultante.

S
ky 2

m

Fig. 3.7. Compunerea a doua oscilatii paralele de frecvente diferite.

Elongatia oscilatiei rezultante este de forma:

y(t)=A sin(oat + (p) (3.18)
Pentru simplificare, folosim urmatoarele notatii:

0, =0+Ao (3.19.a)

0, =0—-Ao (3.19.b)
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Putem afirma ca diferenta dintre cele doud pulsatii proprii, Aw, este suficient de mica In
comparatie cu pulsatiile proprii, ®,; $i ®,, deoarece cele doud frecvente proprii de oscilatie sunt apropiate.
Din relatiile de mai sus rezulta ca:

2A0 =0, — o,
20=0, + 0,
Substituim relatia (3.19.a) in (3.17.a) si relatia (3.19.b) in (3.17.b) si obtinem:
y,(t) = A, sin[(0+ Aw)t + o, ] (3.20.a)
y,(t)=A, sin[(0—-Ao)t+¢,] (3.20.b)
Adunand y; sy, din (3.20.a) 5 (3.20.b), pentru a calcula elongatia oscilatiei rezultante, obtinem:
y =y, +Y, =A sin[ot + (Aot + @, )]+ A, sin[ot + (- Aot + @, )]
Folosim formula trigonometrica sin (a + b) = sin a cos b + cos a sin b, pentru a transforma relatia
de mai sus si obtinem:
y=A, [sin ot cos(Amt + @, )+ cos ot sin(Ant + @, )]+
+A, [sin ot cos(— Aot + @, )+ cos ot sin(— Aot + @, )]
Redistribuim termenii, astfel incat sa dam ca factori comuni sin ot §i cos t:

y=[ A, cos(Awt + 0, )+ A, cos(Ant — @, )]sin ot +

3.21
+[ A, sin(Aot +¢,)- A, sin(- Aot — @, )|cos ot 3:21)
Dezvoltam sin (ot+@) din elongatia rezultanta, data de relatia (3.18):
y(t)=A sin(wt + (p) = Asin ot cos @ + A cos ®t sin @ (3.22)

Observam ca putem identifica termenii din (3.21) si (3.22) care au, respectiv sinot si cosot, si
obtinem:
Acosp=A, cos(Amt+(pl)+ A, cos(Aa)t—(pz) (3.23.a)
Asing = A, sin(Aot +¢,)— A, sin(Aot — ¢, ) (3.23.b)

Facand raportul relatiilor (3.23.b) si (3.23.a) obtinem faza initiala a oscilatiei rezultante:

A sin(A(ot +¢, )— A, sin(A(x)t - (pz)
- A, cos(Aot + ¢, )+ A, cos(Aot — ¢, )

Observam ca faza initiala a oscilatiei rezultante depinde de timp.
Ridicand la patrat relatiile (3.23.a) si (3.23.b) si adunanu-le, determinam amplitudinea oscilatiei
rezultante:
A=Al + A2 +2A A, [cos(Ant + @, )cos(Aot — ¢, )—sin(Aot + @, )sin(Aat — ¢, )]

AP =A] +A; +2A A, cos[(Acot +¢,)+ (Aot - ¢, )]
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unde am folosit formula trigonometrica cos a cos b - sin a sin b = cos(a + b).
Astfel amplitudinea oscilatiei rezultante este de forma:
AT =A? +A2+2A A, cos2Ant + @, — ¢, ] (3.25)
Asa cum se observa din relatia (3.25), amplitudinea rezultatd din compunerea a doud oscilatii
paralele de frecvente ce difera cu Aw depinde de timp.

Putem Intalni cateva cazuri particulare:

a). Daca o; = o, atunci Ao =0, iar amplitudinea si faza initiald ale oscilatiei rezultante sunt date

de relatiile (3.15) si (3.16), deduse in paragraful 3.3.1.

b). Sa considerdm doua oscilatii care au amplitudini egale, A; = Ay =Ay, si fazele initiale nule, @,
= @,=0. Daca pulsatia o, diferd de pulsatia w, foarte putin, atunci Aw este foarte mic, iar amplitudinea

rezultana va fi de forma:

A = Ay\J1+1+2cos(2Amt) = 2A, cos(Ant)

unde am folosit formula trigonometrica 1+cos(2a)= 2 cos’a .
In acest caz particular ecuatia elongatiei devine:

y =2A, cos(Amt) sin(mt) (3.26)

0, -0

. o, +®
unde szTZ,lar o=—7>=.

2

In aces fel, ecuatia elongatiei oscilatiei rezultante va fi:
—_ . +
y=2A, cos(% tJ s1n(% tJ 3.27)

in fig. 3.8. se poate vedea graficul elongatiei oscilatiei rezultante in functie de timp, care indica
aparitia fenomenului de batai. Acest fenomen consta in modularea amplitudinii oscilatiei. Amplitudinea,
A, oscileaza cu perioada:

2z 27

_A_(D_ W, —,
2

T,

si este reprezentatd in figura prin linie punctatd. T, mai este numita si perioada batailor.
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Fig. 3.8. Fenomenul de batai.

Faza oscilatiei are perioada T, mult mai mica decat T:

T2
) 0, +o,
2

Oscilatia rezultanta este reprezentata, in fig.3.7, cu linie continua.

O, +0

Oscilatia rezultanta poate fi considerata o oscilatie armonica de pulsatie ® = 2 dar a cirei

amplitudine este modulata, in sensul cd se modifica periodic in timp, iar frecventa de modulatie este data
1 o -
dev,=—=—"->"2.
T, 2n
Acest fenomen poartd numele de bdtai. Perioada batdilor este intervalul de timp intre doua treceri

succesive ale amplitudinii rezultante prin valoarea minima sau maxima.
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3.3.3. Compunerea oscilatiilor perpendiculare

Consideram un punct material de masa m, care care este solicitat simultan sd oscileze armonic sub

actiunea a doud resorturi elastice identice legate pe doua directii perpendiculare, ca in fig. 3.9.

Fig. 3.9. Compunerea oscilatiilor perpendiculare

Cele doud miscari oscilatorii armonice sunt perpendiculare, avand ecuatiile elongatiilor pe cele
doua directii de forma:

x(t) = A, sin(ot +@,) (3.28.a)
y(t)=A, sin(ot+¢,) (3.28.b)

Ne propunem si determindm ecuatia traiectoriei punctului material. Pentru a determina traiectoria,
se elimina timpul din cele doua ecuatii parametriece, (3.28.a) si (3.28.b). Rescriem ecuatiile (3.28.a) si
(3.28.b) sub forma:
x(t) . . .
A_1 = sin(ot + ¢,) = sin ®t cos @, + cos t sin @, (3.29.2)

y(®)
A

2

= sin(ot + ¢,) = sinot cos @, + coswt sinQ, (3.29.a)

Inmultim ecuatia (3.29.a) cu cosg,, iar ecuatia (3.29.b) cu cos@;. Dupi aceea, le scidem si dim
factor comun cos ot, intre termenii din dreapta. Vom obtine:

icoscp2 —Alcosq)1 = cos wt(sin @, cos @, —sin, cos ¢, ) (3.30.a)

1

Observam ca 1n dreapta ecuatiei (3.30.a) se poate folosi formula trigonometrica:

sin @, cos @, —sin ¢, cosQ, = —sin(p, —@,) .
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Apoi, Inmultim ecuatia (3.29.a) cu sin @, iar ecuatia (3.29.b) cu sin @;. Dupa aceea, le scadem si

dam factor comun sin wt, Intre termenii din dreapta. Vom obtine:

Aisin ¢, —Alsin @, = sin ot(cos @, sing, —cos @, sing, ) (3.30.b)
1

Observam ca 1n dreapta ecuatiei (3.30.a) se poate folosi formula trigonometrica:
cos @, sin@, —cos @, sin@, =sin(p, —¢,).

Se ridica la patrat ecuatiille (3.30.a) si (3.30.b) si se aduna. Se obtine urmatoarea ecuatie:
2 2
X y Xy . .
—| +|—| —2———(cos, cosp, +sin @, sin =
[ j ( j A Az( P, cOSQ, +sin @, sin ¢, )
=sin’ (o, — (pl)(sin2 ot + cos’ (ot)
Dupa restringerea termenilor, ecuatia de mai sus devine:

2 2
X y XYy -2
— | +|—=—| -2———cos(p, —,) =sin - 3.31
(AIJ [AZJ A, A, @:~0) (@2 =) 331

Ecuatia (3.31) constituie ecuatia traiectoriei punctului material supus simultan la doud miscari
oscilatorii armonice pe directii perpendiculare. O ecuatie de aceastd formad este cunoscutd ca fiind
ecuatia generalizata a elipsei, adica ecuatia unei elipse rotite fatd de axele de coordonate (vezi fig. 3.11).
Miscarea rezultatd din compunerea a doud miscari oscilatorii armonice perpendiculare este tot o miscare

armonica.

¥y
I
r m
Y(t]f:,}l

Fig. 3.11. Traiectorie eliptica rotita fata de axe.
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In anumite cazuri, elipsa generalizata se simplifica. Aceste cazuri particulare sunt urmatoarele:

a). Daca diferenta fazelor initiale este un multiplu par de n, Ap = @, — ¢, = 2nn, atunci oscilatiile

sunt in faza, iar ecuatia traiectoriei devine:

2 2
SR [ (0 A PR A (3.32)
Al A2 Al A2
sau:
2
XY o (3.33)
Al A2
In acest caz, oscilatia se desfisoard de-a lungul unei drepte de ecuatie
AZ
=—=x 3.34
y A (3.34)

Aceasta oscilatie se desfagoarda de-a lungul primei diagonale a amplitudinilor, (vezi fig. 3.12).

Amplitudinea miscarii oscilatorii este datd de formula lui Pitagora:

A=A+ A’ (3.35)

Ecuatia elongatiei misarii rezultante este de forma:

s(t) = A sin(ot +@,)

e S e e

Fig. 3.12. Traiectorie particulard in cazul compunerii oscilatiilor perpendiculare in faza,

Ap =@, —¢, =2nm.

41



b). Dacad diferenta fazelor initiale este un multiplu impar de w, de forma Ap =@, — ¢, =(2n+ D),

oscilatiile sunt in opozitie de faza, iar ecuatia traiectoriei devine:

2 2
SR P A (S A (3.36)
A, A, A A,
sau:

(Ai +Alj =0 (3.37)

yo B2y (3.38)

Aceasta oscilatie se desfasoard pe cea de-a doua diagonald a amplitudinilor, (vezi fig.3.10). Amplitudinea

ei este data de relatia (3.35).

¢). Daca diferenta fazelor initiale este de forma Agp =¢, —¢, =(2n + l)g , adica este un multiplu
de %’ atunci oscilatiile sunt in cuadratura. Ecuatia (3.31) devine:

(ALJ + (Alj =1 (3.39)

Elipsa care descrie traiectoria particulei nu mai este rotitd fatd de axele de coordonate (vezi

fig.3.12).

\
|/

Fig.3.12. Traiectoria rezultatd din compunerea a doua oscilatii perpendiculare in cuadratura de faza,
T
Ap=0¢, -0, :(2n+1)5-
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Miscarea punctului material se defasoara pe elipsa, intr-un sens sau in altul.

d). Un caz particular de traiectorie eliptica este traiectoria circulara, care se obtine daca cele doua

oscilatii au amplitudine egala, A= A, = Ay, si sunt in cuadraturad de faza, Ap=¢, —¢, =(2n+ 1)%. in

acest caz, ecuatia traiectoriei punctului material devine:
2 2
X
R A =1 = x*+y’ =A;
AO AO

Miscarea punctului material este circulard, cercul avand raza Ay.

Reciproc, putem afirma ca orice migcare circulard se poate descompune in doud miscari oscilatorii

armonice perpendiculare, de amplitudini egale, aflate in cuadratura de faza, Ap =0, —¢, =(2n +1)g.

Acest rezultat al compunerii, respectiv al descompunerii a doud oscilatii armonice perpendiculare are o

importantd deosebita 1n fizica.
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3.4. Miscarea oscilatorie amortizata

Sistemele oscilante reale sunt supuse unor forte de franare, sau de disipare a energiei pe care-o au
la inceputul miscarii. Acea parte a energiei ce se pierde prin frecare se transformd in céldura.
Ampltudinea miscarii oscilatorii amortizate este scazatoare in timp. Un caz interesant de forte de franare
il constituie fortele proportionale cu viteza de oscilatie. Modulul unei forte proportionale cu viteza de
migcare §i opusd acesteia se poate scrie sub forma:

F, =—pv (3.40)
unde p este coeficientul de rezistentd mecanica.
Rezultanta fortelor la care este supus un sistem fizic format dintr-un resort elastic de constanta elastica k
si un punct material, de masa m, este:

ma = —ky — pv (3.41)

Daca impartim prin m §i tinem cont ca viteza este prima derivata la timp a elongatiei y, iar acceleratia
este a doua derivata la timp a acesteia, obtinem ecuatia diferentiala:

v Py Ey—o (342)

m~ m

Aceasta relatie constituie ecuatia de miscare a sistemului ce efectueaza oscilatii amortizate. Pentru

simplificarea calculelor, facem urmatoarele notatii:

o, = | K (3.43.2)
m

p=Fr (3.43.b)
m

unde o, reprezintd pulsatia proprie a oscilatorului ideal, iar 3 se numeste coeficient de amortizare.

Cu aceste notatii ecuatia de miscare (3.42) devine:

y+28y+o; y=0 (3.44)
Ecuatia de miscare, scrisd sub forma (3.44), este o ecuatie diferentiald de ordinul doi. Solutiile ecuatiei

(3.44) sunt de forma generala:

y(t)=e"" (3.45)
Inlocuim aceasta solutie in ecuatia (3.44) si obtinem ecuatia caracteristicd a ecuatiei diferentiale:
1’ +2Br+w; =0 (3.46)

Ecuatia caracteristica, fiind o ecuatie de gradul doi in r, are solutii de forma:

I, =—Bi1/B2 —coé (3.47)

In functie de valorile coeficientului de amortizare £, in raport cu pulsatia proprie @), deosebim mai multe

cazuri particulare:
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a). Daca forta de amortizare este mare, incat are loc relatia > ®, . In acest caz, marimea de sub

radicalul din expresia (3.47) este pozitiva, deci solutiile ecuatiei (3.46) sunt numere reale. Elongatia

miscarii amortizate corespunzitoare acestui caz este de forma:
[a2_ 2 ae _[a2_.2
y(t)=C,ePle VW ePle Vot (3.48)

Constantele de integrare C; si C, se determina din conditiile initiale ale miscarii, fiind numere reale.
Miscarea descrisa de ecuatia (3.48) este neperiodicd, asa cum se vede in fig. 3.13. Elongatia tinde la zero

cand timpul tinde la infinit, fara ca punctul material sa oscileze.

Fig. 3.13. Elongatia miscarii cu forta de amortizare mare, § > o, .

b). Daca exista egalitate intre coeficientul de amortizare £ si pulsatia proprie o, atunci ecuatia

(3.46) are o singuri solutie reald: r =- 4 In acest caz, ecuatia elongatiei punctului material este de forma:
y(t) = (C, +C,t)e " (3.49)

Aceastd migcare este de asemenea neperiodicd, fiind numitd miscare aperiodicda critica.
Elongatia, avand un singur maxim, tinde asimptotic la zero, dar fara ca punctul material sa efectueze
oscilatii elastice.

c) Daca fortele de amortizare sunt slabe, atunci 3 < ®,. in acest caz solutiile ecuatiei (3.46) sunt

numere complexe. Facem notatia:

Marimea ® se numeste pseudo-pulsatia oscilatorului amortizat, valoarea ei fiind mai mica decét
pulsatia proprie a sistemului ideal liber, .

Pentru acest caz particular, solutiile ecuatiei caracteristice (3.46) devin:

r,= —Btio, —B* =-Ptiw (3.50)



Ecuatia elongatiei oscilatorului amortizat este de forma:

y(t)zclefﬁteimt+C2efﬁte7i0§t (351)

Folosind formulele lui Euler, ecuatia (3.51) se poate transforma, devenind de forma:

y(t) = Aye P sin(wt + @) (3.52)

Ecuatia (3.52) constituie elongatia oscilatorului armonic amortizat in functie de timp. Am
observat ca pulsatia oscilatiei amortizate « este mai mica decat pulsatia proprie . Aceasta Inseamna ca
pseudo-perioada migcarii oscilatorii amortizate, T, este mai mare decat perioada pulsatiei proprii, Ty, a
oscilatorului ideal, T > T . Constantele de integrare din ecuatia (3.52) sunt A si @, ele fiind determnate
din conditiile intiale ale miscarii. Ecuatia (3.52) se poate interpreta astfel:

Consideram amplitudinea oscilatiei amortizate ca fiind o functie de timp:

At)=A,e ™ (3.53)
Relatia (3.53) indica faptul cd amplitudinea este descrescitoare in timp. Astfel, ecuatia elongatiei

oscilatorului amortizat devine:

y(t) = A(t) sin(wt + @) (3.54)

In fig. 3.14 sunt reprezentate functiile y(t) si A(t), conform cu relatiile (3.54) si (3.53).

Fig. 3.14. Elongatia si amplitudinea oscilatorului armonic amortizat in functie de timp.
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Observam ca oscilatia amortizatd este modulata in amplitudine. Elongatia tinde la zero cand
timpul tinde la infinit, punctul material osciland in jurul pozitiei de echilibru cu o amplitudine din ce in ce
mai mica.

Descresterea amplitudinii miscarii oscilatorii amortizate este caracterizatd de marimea numita
decrement logaritmic. Decrementul logaritmic este egal cu logaritmul natural al raportului dintre doua
amplitudini succesive:

A(t) n Ape™
A(t+T)  ApePD

=Ine’ =pT (3.55)

Viteza oscilatorului armonic amortizat este prima derivata la timp a elongatiei:

v(t) = i—}t] =-A Be™ sin(wt + @) + A ,0e ™ cos(ot + ) (3.56)

Energia totala a oscilatorului armonic amortizat este o functie de timp, fiind egala cu:
E:%kAZ :%kAéeZBt (3.57)

Comparand vitezele de scadere in timp ale amplitudinii si energiei totale in cazul oscilatorului
amortizat, agsa cum se vede in fig.3.15, putem constata cd energia mecanica scade mult mai repede decat

amplitudinea miscarii.

Eit)..|

Fig.3.15. Dependenta de timp a energiei mecanice §i a
amplitudinii oscilatorului amortizat.

Timpul caracteristic pentru scaderea energiei mecanice a oscilatorului amortizat se numeste timp
de relaxare, notat 7. Timpul de relaxare reste intervalul de timp dupa care energia mecanica scade de e

=2.718ori (Ine=1):

_EO_ _)718-¢ (3.58)
E(t+1)

Daca rezolvam ecuatia (3.58) pentru a calcula timpul de relaxare z, obtinem:
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e
;kA(Z)e—Zﬁ( t+1)
ePr=¢ 2Bt =1

=€

1=—=2 (3.59)
p

Relatia (3.59) defineste timpul de relaxare.
In final, accentudm asupra faptului ci, daca forta de frinare nu este de forma dati de relatia
(3.40), adici nu este proportionald cu viteza, atunci solutia (3.53), A(t)=A,e ', nu mai este valabila.

Amplitudinea oscilatorului amortizat in functie de timp, A = f(t), poate avea o altd forma matematica.

3.5. Analogie intre oscilatiile mecanice §i cele electromagnetice

Examinand oscilatiile elastice (ale unui sistem format dintr-un resort elastic si un corp
punctiform) si oscilatiile electromagnetice (dintr-un circuit serie RLC de curent alternativ), constatim o
serie de asemanari (similitudini). Aceste asemdnari au condus la stabilirea unor corespondente intre
marimile electrice si cele mecanice, adicad la stabilirea unor analogii intre aceste marimi. Cunoasterea
analogiilor dintre marimile electrictromagnetice s§i cele mecanice permite transpunerea rezultatelor
obtinute pentru oscilatiile elastice armonice (ideale sau amortizate) la cazul oscilatiilor electrice.
Consideram un circuit serie RLC, format dintr-un rezistor cu rezistenta electrica R, o bobina idealad cu

inductanta L, si un condensator de capacitate electrica C (vezi fig. 3.16).

Fig. 3.16. Circuit RLC parcurs de un curent electric variabil in timp.

Consideram ca bobina constituie secundarul unui transformator. In bobina se induce o tensiune
electromotoare, ur, prin inductie electromagnetica intre primarul si secundarul transformatorului. Apoi

alimentarea electrica a transformatorului se intrerupe. Fie i(t) intensitatea instantanee a curentului electric
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ce se stabileste in circuitul RLC. Legea lui Faraday a inductiei electromagnetice ne da relatia dintre
tensiunea la bornele bobinei, uy(t), si intensitatea i(t) din circuitul RLC:
di(t)

u, (t)=-L
(0 1t

(3.60)

Legea a doua a lui Kirchhoff, aplicatd la circuitul RLC pentru fensiunile instantanee, este de
forma:

ug (1) = ug () + ug () (3.61)
Tensiunile instantanee din relatia (3.61) sunt:
1. u.(t) = QY (3.62)
C
unde Q reprezinta sarcina electrica acumulata de condensator.
2. u, =Ri(t) (3.63)
Inlocuind relatiile (3.60), (3.62) si (3.63) in ecuatia (3.61), aceasta din urma devine:
—ngRi+g (3.64)
dt C

Daca derivam la timp ecuatia (3.64), obtinem:

2. .
d_zl _gdi, 1dQ (3.65)
dt dt ' C dt

Dupa cum stim, intensitatea curentului electric reprezintd derivata in raport cu timpul a sarcinii

electrice Q (i = t—?j Atunci, ecuatia (3.65) se mai poate scrie §i sub forma:

2. .
Ld—j+RE+li:o (3.65)
dt dt C

Sa comparam ecuatia (3.65) cu ecuatia de miscare a oscilatorului amortizat, (3.42). Vom observa
ca cele doud ecuatii sunt de aceeasi forma, n sensul cad "variabila" ecuatiilor este prezentd impreuna cu
primele doua derivate la timp. (derivatele de ordinul unu si doi). Similitudinile dintre cele doua tipuri de
oscilatii sunt prezentate in Tabelul 3.1. Astfel, putem observa ca toate marimile fizice corespunzitoare
oscilatiei electromagnetice au un corespondent in marimi corespunzatoare oscilatiei elastice. Folosind
analogia dintre oscilatiile amortizate ale resortului elastic si oscilatiile electromagnetice amortizate din

circuitul RLC, se poate scrie intensitatea instantanee a curentului electric din circuit, care este data de

relatia:
_R,
i(t)y=1,,, e * sin(ot+o) (3.66)
: e 1 R®
unde pseudo-pulsatia oscilatiei este ® =,/ — ——.
LC 4L
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Tabelul 3.1. Analogie intre oscilatiile electromagnetice si cele mecanice

Oscilatii electromagnetice Oscilatii elastice
Marimea electrica Simbol Marimea mecanica Simbol
Intensitatea istantanee a Elongatia miscarii
curentului electric i(t) oscilatorii armonice y(t)
Inductanta bobinei L Masa oscilatorului elastic m
Rezistenta electricd R Rezistenta mecanicd p
Inversul capacitatii 1 Constanta elestica k
electrice C
Coeficientul de amortizare R _ 2 Coeficientul de amortizare P _ 2
L
Pulsatia proprie de oscilatie 1 Pulsatia proprie de oscilatie k
®, = f ®) =+|—
LC m
Factorul de calitate 0= % % Factorul de calitate Q- % Jmk

In fig. 3.17 se prezinti intensitatea instantanee a curentului electric din circuit si amplitudinea

oscilatiilor sale in functie de timp.

itt)

Iy

s

AN ol

[fiinnan

Fig. 3.17. Intensitatea instantanee a curentului electric din circuitul oscilant amortizat.

Asa cum se observa, amplitudinea oscilatiilor curentului electric este o functie de timp, data de

relatia:

_R
AM) =T e 2

Comparand relatiile (3.53) si (3.67), observam ca si In cazul amplitudinii cele doud tipuri de

oscilatii (elastice si electromagnetice) sunt similare.
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3.6. Oscilatii fortate. Rezonanta

Sa consideram un oscilator mecanic format dintr-un resort elastic si un corp de dimensiuni
neglijabile. Datoritd fortei de frecare, energia mecanicd a oscilatorului se consuma in timp, astfel incat
oscilatia este amortizatd, asa cum am vazut in paragraful 3.4. Pentru a intretine miscarea oscilatorie,
trebuie sa se aplice forte exterioare (numite forfe de fortare), care sa compenseze pierderile de energie din
sistem. In acest caz, punctul material va efectua o miscare oscilatorie forfatd. Dintre tipurile de forte de
fortare (sau perturbatoare) ce se pot aplica sistemului oscilant, un caz interesant pentru aplicatiile
practice este cel in care fortele perturbatoare sunt periodice. O astfel de forta perturbatoare se poate scrie
sub forma:

F, =F; sino,t (3.68)
In acest caz, ecuatia de miscare a oscilatorului armonic fortat este de forma:
my = —ky—p}.f+ F, sino t (3.69)
Folosind notatiile (3.43.a) si (3.43.b), care introduc pulsatia proprie a sistemului §i coeficientul de

amortizare, obtinem ecuatia de miscare a oscilatorului fortat (sau intretinut):

oo . F .
y+2By++myy =—sino,t (3.70)
m
Experienta aratd cad o migcare periodicd intretinutd prezintd un regim tranzitoriu, dupd trecerea
caruia se instaleaza regimul permanent. Regimul tranzitoriu este de scurtd duratd, iar regimul permanent

se manifesta prin oscilatii intretinute.

Din punct de vedere matematic, solutia generala a ecuatiei (3.70) se compune din solutia ecuatiei
omogene (adica ecuatia fara termenul forta perturbatoare) plus o solutie particulara a ecuatiei complete.

De aceea, putem scrie solutia ecuatiei (3.70), a miscarii oscilatorii fortate, sub forma:
y(O) =y, (O +y, () (3.71)

Termenul y , (t) reprezinti solutia ecuatiei omogene, fiind de forma (3.52). Intr-adevir, observim

ca fard termenul din dreapta, ecuatia (3.70) ar fi reprezentat ecuatia de miscare oscilatorie amortizata,
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descrisa de ecuatia (3.44). De aceea, y.(t) este o solutie a ecuatieci omogene si reprezintd oscilatiile

amortizate:
y.(t)=A,e " sin(wt + )
Aceasta solutie descrie regimul tranzitoriu de oscilatie. Dupd trecerea unui anumit timp, regimul
tranzitoriu inceteaza deoarece amplitudinea, A je Pt se reduce semnificativ, tinzand asimptotic la zero.

Solutia particularay (t) din (3.71) este o solutie a ecuatiei complete, fiind de forma termenului
din dreapta al ecuatiei (3.70):
Y, () =A, sin(w,t-o¢) (3.73)
Relatia (3.73) descrie regimul permanent al oscilatorului fortat. Dupa instalarea regimului
permanent, amplitudinea oscilatiilor intretinute rimane constantd, iar pulsatia oscilatorului devine egala
cu cea a fortei perturbatoare. Intr-adevir, se observd si experimental faptul ci pulsatia regimului

permanent este egald cu pulsatia fortei perturbatoare. Oscilatorul intretinut adopta frecventa fortei

perturbatoare.
Solutia y (t) datd de (3.73) contine doua constante de integrare, Ap si ¢. Acestea vor fi

determinate din conditia ca solutia (3.73) sa verifice ecuatia de miscare (3.70). Pentru a verifica, derivim

yp(t) la timp si inlocuim apoi in ecuatia (3.70). Obtinem ecuatia:
- prﬁ sin(w,t— ) +2BA jo, cos(w,t—¢)+ prg sin(w,t—@)=fsinw,t (3.74)

. . F
unde am folosit notatia f = —>.
m

Ecuatia (3.74) trebuie sa fie verificatd in orice moment de timp, deci si in momentele particulare

. T . . . .
in care ot = 5 si ®,t=0.Pentru aceste momente particulare de timp ecuatia (3.74) devine:

. T T . T . T
-Ao; s1n(5 —0)+2BA, 0, cos(z —0)+A, o sm(E —p)= fsmE (3.75.a)
- Apcoi sin(—@) + 2BA @, cos(—¢) + Apmé sin(—@) = fsin0 (3.75.b)
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Folosind relatii trigonometrice de reducere la primul cadran, cele doud ecuatii de mai sus se pot

scrie sub forma:

A, (0p —0))cos@+2BA o sing =f (3.76.a)
- A (0 —o;)sing+2BA o, cosp=0 (3.76.b)
Din ecuatia (3.76.b) se poate obtine expresia matematica ce determind faza initiala a oscilatiei
intretinute:

{ 2ho, (3.77)
0 -0d) |
Daca se ridica la patrat ecuatiile (3.76.a) si (3.76.b) si se aduna, se obtine amplitudinea oscilatiei

intretinute, sub forma:

f
@ -0l) +(2Bw,)’

Observam ca amplitudinea oscilatiei permanente este constanta in timp, depinde de pulsatia ©, a

A (3.78)

fortei ce o intretine, dar nu depinde de conditiile intiale. De asemenea, observdm ca existd un defazaj
intre forta F,, si elongatia oscilatiei intretinute yy(t). Oscilatia permanenta este In urma cu faza ¢ fata de
forta F,,. Trebuie subliniat, de asemenea, faptul ca frecventa de oscilatie a regimului permanent este egala

cu frecventa fortei exterioare, Fp,, asa cum rezulta si experimental.

3.6.1. Rezonanta

Asa cum am vazut in paragraful anterior, dupa stabilirea regimului permanent al oscilatiei

. . o g ®p . .
intretinute, frecventa de oscilatie este egald cu frecventa v, =— a fortei perturbatoare. Sistemul

2n
oscilant adopta pulsatia fortei perturbatoare, care este diferitd de pulsatia sa proprie de oscilatie ca sistem

liber, o, .
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Analizand oscilatia fortata, putem constata experimental faptul ca prin variatia pulsatiei fortei de
fortare se obtine variatia amplitudinii oscilatiilor fortate. O functie matematica, asa cum este Ap = f( wp)
datd de relatia (3.78), prezinta valori maxime (sau minime). Dacd se deriveaza amplitudinea Ap la
frecventa wp, se constata ca derivata se anuleaza pentru o anumita valoare a pulsatiei fortei perturbatoare,
Orez , pentru care amplitudinea oscilatiei fortate este maxima. Aceastd valoare maxima a amplitudinii

oscilatiei fortate caracterizeazd fenomenul numit rezonanta.

Rezonanta este fenomenul fizic de aparitie a maximului amplitudinii oscilatiei intretinute. Pentru

a determina maximul amplitudinii oscilatiei fortate, mai Intai calculam derivata functiei Ap = f (o) la

frecventa mp.

Punem conditia de anulare a derivatei de mai sus:

aa,
doop B
40, (- 02 + 02 +2p*)=0 (3.79)

Solutia ecuatiei (3.79) reprezintd frecventa de rezonmanta a sistemului oscilant intretinut,

dependenta de pulsatia proprie a oscilatorului my si de coeficientul de amortizare £:

0, =0, = Jol —2p° (3.80)

Amplitudinea maxima, sau amplitudinea de rezonantd, a sistemului oscilant intretinut se

calculeaza nlocuind frecventa de rezonanta, data de relatia (3.80), in formula (3.78):

Al’eZ = Amax = J fz =
2 2 +4 2 2
(0‘)0 O‘)rcz) B O‘)rcz (381)
B f
2By — B’
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Din relatia (3.80) observam ca, dacd = 0 (adicd in absenta fortelor disipative), frecventa de

rezonantd, o, , coincide cu frecventa proprie ®, a sistemului oscilant. In fig. 3.18 sunt reprezentate mai

rez 2
multe grafice ale amplitudinii Ap, n functie de pulsatia wp, conform ecuatiei (3.78), pentru mai multe
valori ale coeficientului de amortizare . Putem vedea ca in absenta frecarilor, amplitudinea de rezonanta
tinde asimptotic la infinit. Cu cat valoarea coeficientului de amortizare £ este mai mare, cu atat valoarea
maxima a amplitudinii regimului permanent scade. Se observa ca la forte de frecare mai mari, frecventa
de rezonanta ia valori mai mici. Sistemul fizic aflat la rezonanta oscileaza cu amplitudine maxima. Desi,
din punct de vedere fizic, este ideal sa amplificim la maxim o oscilatie armonica, totusi in practica
trebuie evitate situatiile in care frecventa fortei de intretinere coincide cu frecventa proprie a oscilatorului,

deoarece in acest caz amplitudinea tinde la infinit. Rezonanta mecanica are multiple aplicatii in tehnica.

Fig. 3.18. Curbe de rezonanta pentru diferite valori ale coeficientului de amortizare: 1 £,=0; 2

(Drez = ng_zﬁg ’ 3 (’Orez = ng_zﬁi ’183>ﬁ2
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Astfel, in acest paragraf am constatat cd in cazul oscilatiilor intretinute, sau fortate, forta
exterioard produce un lucru mecanic ce compenseaza pierderile de energie din sistemul oscilant. In

paragraful urmator vom vedea cum se caracterizeaza din punct de vedere energetic oscilatiile intretinute.

In ceea ce priveste faza initiald ¢ a oscilatiei permanente, se observa ca oscilatia este defazata cu

faza @ 1n urma fortei de fortare. Se constata, de asemenea, ca dacad valoarea lui £ scade, atunci |(p| se

apropie de valoarea g, asa cum se poate vede in fig. 3.19.

[

Fig. 3.19. Variatia modulului fazei intiale a oscilatiei permanente in

functie de valorile coeficientului de amortizare f. 5 < f.

3.6.2. Consideratii energetice ale oscilatiilor fortate

In continuare vom defini cateva marimi fizice care caracterizeaza transferul energiei mecanice in

sistemul ce efectueaza oscilatii fortate, sau intretinute.

1. Puterea instantanee absorbita de sistemul oscilant intretinut reprezinta derivata la timp a lucrului
mecanic efectuat de forta de fortare.

Expresia matematica a puterii instantanee absorbite este:

d F (t)d .
p= e DUV g 030 =R v (3.82)
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unde elongatia este y(t) = A sin(w,t—¢),

iar viteza este v(t) = A j©, cos(®,t— Q).

Atunci puterea instantanee absorbita, data de relatia (3.82), devine:

P, (t) = F, sin(®,t)A o, cos(®,t—¢) (3.83)

2. Puterea medie absorbita in decursul unei perioade reprezintd integrala pe o perioadd a puterii

instantanee absorbite P, (t):

T,

T
— 12 FA o &%
(P,)=P, =— IPa (tdt=—"""F Is1nwpt cos(, t-@)dt (3.84)
T, T, 9
Se poate arata ca integrala din relatia (3.84) este egala cu:
T, 1
Isin o, t cos(®,t-@)dt = ETP sin @
0

Astfel, puterea medie absorbita pe durata unei perioade este de forma:

— FA o 1 . FA o
(P,)=P, :METP sing = ———"_sing (3.85)
p
Folosind definitia (3.77) a fazei initiale a oscilatiei Intretinute:
sin @ 2Po,
tgep = ——="3 3
JI=sin“@ ©)—®,
obtinem:
o 2o,
sing = - .
\/(a)é - cof)) +4p%w;
Daca tinem cont de relatia (3.78) care defineste amplitudinea oscilatiei intretinute, obtinem

puterea medie absorbita intr-o perioada sub forma:

(P,)=P, =pmA’w’ (3.86)

3. Puterea instantanee disipata sub forma de cildura de catre forta de frecare reprezintd derivata la

timp a lucrului mecanic efectuat de forta de frecare, adica:

de Ffdy o 2 o 2 2 2 )
Pd(t):_F:_F:p y| =2fm|y| =2BmA o, cos’(w,t—¢)  (3.87)
4, Puterea medie disipata intr-o perioada reprezintd integrala pe o perioda a puterii instantanee
disipate:
D 2 2 1 i 2 2.2
(P, (1)) =P, = 2PmA e - j cos’ (@, — @)dt =BmA’w? (3.88)
P o

In relatia (3.88) am tinut cont de faptul ca integrala este egald cu Ty/2.
Analizand relatiile (3.86) si (3.88), costatdm ca in regim permanent puterea medie absorbitd pe o

perioada este egala cu puterea medie disipatd sub forma de caldura 1n aceeasi perioada de timp:
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P, =P, =PpmA o] (3.89)

In fig. 3.20 sunt reprezentate grafic puterile medii absorbiti si disipata in functie de pulsatia fortei

2
de fortare, ®,. Puterea maxima atinsa, P = p 0
m

, se obtine in cazul egalititiio, = ®,. In acest caz,

puterea medie absorbitd este egald cu puterea medie disipatd, ambele puteri fiind maxime. Trebuie

remarcat, de asemenea, faptul cd maximele puterilor medii se obtin in cazul ®,6 =®,, pe cand

amplitudinile maxime se ating in cazul ®, = o, —B* .

o “p

Fig. 3.20. Puterile medii absorbita si disipata in functie de o, .

5. Puterea efectiva reprezintd jumadtate din puterea maxima, adica:

P F;
p,=—mx—-_20 (3.90)
2 8Bm

Observam 1n fig3.19 cé puterea efectivd datd de relatia (3.90) este atinsd pentru doud valori ale

pulsatiei, ®; $i w,. Pentru caracterizarea acestei proprietati, se defineste marimea fizicd numita largimea

liniei de rezonanta. Largimea liniei de rezonanta este definita prin relatia:

A(’Orcz = (’02 - 0‘)1 (391)

unde o, si ® sunt cele doud valori ale lui @, pentru care este atinsad puterea efectiva:

2 2 —
O, ZV(DO_B B

Astfel, largimea liniei de rezonantd este de forma:
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Ao =2p=1 (3.92)
T

6. Energia medie a sistemului oscilant Intretinut reprezintd suma dintre energia cinetica §i energia
potentiald, mediate pe o perioada:

<E>:<Ec>+<Ep>:%<V2>+g<x2>:%(a)é+(of))Af, (3.93)

7. Factorul de calitate al sistemului oscilant intretinut este dat de relatia:

__ 9 _ g
Q Ao 2B

rez

(3.94)
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3.7. Unde elastice

Mediile continue, cum sunt solidele, lichidele si gazele, sunt medii formate din particule (atomi,
molecule sau ioni) care interactioneaza intre ele. De aceea, daca una dintre particule oscileaza (vibreazd),
atunci vor oscila (vor vibra) si particulele vecine; in felul acesta oscilatiile (perturbatiile) se propaga prin
mediu de la o particula la alta. Prin propagarea oscilatiilor se genereaza undele.

Unda reprezinta fenomenul de extindere si propagare din aproape in aproape a unei perturbatii
periodice produse intr-un anumit punct din mediul de propagare. Propagarea undei se face cu o viteza
finita, numita viteza undei. Unda nu reprezinta transport de materie, ci numai transport de energie.

Dupa tipul de energie pe care-1 transportd unda, putem deosebi: (i) unde elastice (se transporta
energie mecanica, undele fiind generate de perturbatiile mecanice ale mediilor elastice), (ii) unde
electromagnetice (se transportd energie electromagneticd) (ii) unde magneto-hidrodinamice (sunt
generate prin perturbatii electromagnetice si elastice ale mediului de propagare).

Dupa natura perturbatiei si modul de propagare al acesteia, putem clasifica undele in: (1) unde
longitudinale (directia de propagare a undei coincide cu directia de oscilatie); (2) unde transversale
(directia de propagare a undei este perpendiculara pe directia de oscilatie).

O marime deosebit de importanta pentru descrierea undei este functia de unda, pe care o putem
nota in mod generic cu Y(x,y,zt). Functia de unda reprezind functia matematicd ce descrie marimea
perturbata.

Suprafata de unda reprezintd multimea punctelor din spatiu ce oscileaza avand la un moment dat
aceeasi valoare a functiei de unda, ¥(x,y,zt) = constant = a. Dupad forma suprafetelor de unda, putem
intalni unde plane, unde sferice, unde cilindrice, etc.

Frontul de undd reprezinta suprafata de unda cea mai avansata la un moment dat.

3.7.1. Unde armonice unidimensionale

Consideram o oscilatie liniard armonica ce se produce in originea O a axei Ox, avind amplitudinea
constantd, A, si pulsatia o (vezi fig. 3.21). Ecuatia elongatiei oscilatiei in origine este:

Yo(t) = Asinot (3.95)
Unda este unidimensionald, deoarece oscilatia produsa in O se propagi numai pe o directie. Intr-un punct

M, situat la distanta x de origine, se va produce o oscilatie de acelasi tip, dar intr-un moment ulterior si
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X . . . . Ason .
anume la t——. Am introdus astfel timpul necesar undei sa se propage din O pana in M, cu viteza u,
u

. . X N : .
acest timp fiind egal cu T =—. De aceea, punctul M are, in orice moment de timp, elongatia:
u

vy (%, 1) = Asino(t— ) (3.96)
u

T

X i

Fig. 3.21. Oscilatia generata in originea axei Ox se propagd pana in punctul M.

Definim /ungimea de unda a undei unidimensionale, ca fiind spatiul strabatut de unda in timpul

unei perioade, T, a oscilatiei:

X:uT:u@ (3.97)
®

Astfel, ecuatia undei din punctul M se poate rescrie sub forma:
vy (x,t) = AsinzTn(t Xy (3.98.2)
u

yu(X, t) =A sin{% (% —%ﬂ (3.98.b)

Constam ca ecuatia elongatiei ym(X, t) a oscilatiei dintr-un punct oarecare M, aflat pe directia de
propagare a undei, are o intarziere de faza, dependenta de pozitia sa fatd de sursa undei. Cu cat punctul M
se afla mai departe de originea undei, cu atdt mai tarziu va intra in oscilatie; oscilatia din punctul
considerat va avea o intarziere de fazd mai mare, daca punctul este mai departe de sursa undei.

Vectorul de unda este marimea fizicd vectoriald orientatd 1n sensul propagarii undei si egald 1n
2n . L . . S LT =
modul cu k = -~ (vezi fig. 3.21). Directia vectorului de unda coincide cu directia vitezei undei, klla.

Vectorul de unda materializeazd directia in care se propaga energia undei. Utilizand vectorul de unda,

putem scrie ecuatia elongatiei oscilatiei din punctul M sub forma:
yu (X, t) = Asin(ot — kx) (3.99)
Faza undei este dependenta de pozitie si de timp, fiind egala cu:
o(x,t) = ot —kx (3.100)

In cazul propagarii undei Intr-o directie oarecare, ecuatia (3.99) devine:
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Yu (X, 1) = Asin(ot -k - ) (3.101)

unde intervine produsul scalar dintre vectorul de unda, k, si vectorul de pozitie, T .
Se poate observa ca Intre vectorul de unda, viteza de propagare a undei si pulsatia oscilatiei exista
relatia:

2 2n o

=—=—=— (3.102)

A ulT u

Este esential sd observam ca in cazul propagarii undelor se utilizeazd doud viteze: (1) viteza de
propagare, u, si (2) viteza de oscilatie a particulelor mediului, v.

(1) Viteza de oscilatie a unei particule a mediului de propagare, v, este variabila in timp si depinde

de pozitia particulei, deoarece reprezinta derivata la timp a elongatiei, ym(X,t):
v(x,t) = % = A ocos(ot — kx) (3.103)
(2) Viteza de propagare a undei, u, este 0 marime constanta, care depinde de carateristicile mediului
de propagare.
Exemplificdm, mai jos, cateva formule de calcul ale vitezelor de propagare ale undelor in diferite

medii continue.

2.a). Unde transversale 1n coarde elastice:

u=_|— (3.104)
u
unde T este tensiunea din coarda, iar [Jeste masa unitatii de lungime.

2.b). Unde longitudinale in fluide sau gaze:

u= P (3.105)
P

unde B este modulul de compresibilitate al mediului, iar p este densitatea lui.

2.¢). Unde longitudinale in solide:

u=_|= (3.106)
p

unde E este modulul de elasticitate al mediului, iar [ este densitatea lui.
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3.7.2. Consideratii energetice asupra propagarii undei

Propagarea unei unde elastice intr-un anumit mediu genereaza o serie de miscari de oscilatie ale
particulelor mediului; punctele materiale 1si Incep miscarea oscilatorie, in jurul pozitiiilor lor de echilibru,
pe masurd ce energia undei ajunge pana la ele. Vom calcula energia mecanica [JE primitd de la unda
elastica de catre un volum [V din mediul de propagare. Energia mecanicd, adicd energia mecanica a
particulelor din volumul [V, se compune din energia cinetica i energia potentiala:

AE = AE, +AE, (3.107)

Energia cinetica a particulelor din volumul considerat este:

AE :%m v (3.108)

C

unde viteza este viteza de oscilatie a particulelor mediului de propagare, data de relatia (3.103). Masa
volumului AV este:
m=pAV

Astfel, energia cinetica a particulelor din volumul considerat se scrie sub forma:

AE_ = ! PAVA’®* cos’ (ot — kx) (3.109)

Energia potentiald este energia elastica:
1 2
AE, =—k.x (3.110)
2
unde k. reprezinta constanta elastica echivalenta. Pentru a o determina, exprimam forta elastica, care este
de forma:
Fe=- ke x (3.111)
Conform legii lui Hooke, forta elastica se poate scrie si in functie de elongatia (alungirea)

. X e : . -
relativa € = — , unde |y reprezintd /ungimea in stare nedeformata:
0

F, =ES—~ (3.112)
10
Comparand relatiile (3.111) si (3.112) putem vedea cd valoarea constantei elastice echivalente

este:

k,=—> (3.113)

2
AE zlE_SX2:lEAVX_2:lEAV82 (3.114)
o2, 2 I, 2

0
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unde am folosit si relatia AV =1, S.

Utilizam urmatoarea relatie pentru calculul alungirii relative &:

g=—=—" (3.115)
Deoarece mediul de propagare este solid, viteza undei este data de relatia (3.106):
u’ = E (3.116)
p
Calculam derivata partiald la x a elongatiei y, data de relatia (3.99), si obtinem:

@ = —kA cos(ot — kx) (3.117)
ox

Inlocuim relatiile (3.116) si (3.117) in (3.114) si calculim energia potentiald a particulelor din volumul

AV:
1 2 242 2
AEngpu AV k"A” cos” (ot —kx) (3.118)
Folosim apoi relatia ® =k u, de unde rezulta:
1 242 2
AE :Epoo A~AV cos” (ot —kx) (3.119)

Comparand relatiile (3.109) si (3.119), constatam faptul ca cele doud componente ale energei
mecanice: (i) sunt egale; (ii) sunt functii periodice de timp; (iii) oscilatiile lor sunt in faza. Aceasta
inseamna ca energia potentiald si energia cinetica devin simultan maxime sau nule. Adunam expresiile
(3.109) 5i (3.119), pentru a determina energia mecanica din volumul AV:

AE =p ©’A*AV cos’ (ot — kx) (3.120)
Analizand relatia (3.120), se constata ca energia unui volum AV din mediul de propagare al undei elastice
nu este constanta in timp, cici ea este primita de la o sursa, traverseaza mediul si se propaga mai departe.
Energia undei nu se stocheaza in elementul de volum considerat.

Definim densitatea volumica de energie mecanica prin relatia:

_dE

= 3.121
W=V (3.121)

Se constata cd densitatea de energie dintr-un punct al mediului de propagare este data de relatia:
w=p »*A’ cos’ (ot —kx) (3.122)
Media pe o perioadd a densitdtii de energie Intr-un punct al mediului de propagare a undei este

data de integrala:
T
W, = 1 J wdt
T 0

Densitatea volumica medie de energie dintr-un punct este egala cu:
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W =%p ®°A’ (3.123)

Marimile definite prin (3.122) si (3.123) caracterizeaza energia transmisa de unda atunci cand

traverseaza mediul de propagare. In fig.3.22 este reprezentata functia w = f ('t ) si se poate vedea si media

UL

Fig. 3.22. Densitatea volumica de energie intr-un punct al mediului

ei pe o perioada, wy,.

de propagare si densitatea volumica medie de energie.
Alte marimi ce sunt utilizate pentru a descrie energia transportatd de unda sunt urmatoarele:

a). Fluxul de energie. Fluxul de energie reprezintd cantitatea de energie transmisa printr-o
suprafata in unitatea de timp, fiind dat de derivata energiei la timp:
D= dE (3.124)
dt
Unitatea de masura a fluxului de energie este [D ] 51 = 1 W = 1]/ 1s. Se poate calcula si fluxul mediu de

energie prin integrarea fluxului de energie pe o perioada.

b). Densitatea flluxului de energie reprezintd fluxul de energie transportat prin unitatea de
suprafatd, in directie perpendiculard pe aceasta suprafata:
j:d;?:i(dﬁj:wa (3.125)
dS ds\dt
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4

Densitatea fluxului de energie se masoarain [ jlg =1—.
m

c). Intensitatea undei reprezintd valoarea medie a densitétii fluxului de energie:

I=<j>:%p oA’ u (3.126)

Intensitatea undei se masoard, ca si densitatea fluxului de energie, in 1 Observam 1in relatia (3.126)

5 -

faptul ca intensitatea undei este direct proportionald cu patratul amplitudinii.

In cazul in care unda se propaga printr-un mediu absorbant, o parte din energia ei se transforma in
caldura, iar intensitatea undei scade, pe masura ce unda traverseazd mediul. Legea lui Beer exprima, din

punct de vedere matematic, scaderea intensitatii undei, in functie de distanta parcursa prin mediu:

I=1, e (3.127)

unde o, este coeficientul de absorbtie al mediului, iar x este spatiul parcurs de vectorul de unda prin
mediul considerat. Datorita faptului cé intensitatea este proportionald cu patratul amplitudinii, rezulta ca

amplitudinea undei scade in mediul disipativ dupa legea:

1

-—a

A=A, e > (3.128)

Astfel, ecuatia undei in mediul disipativ este de forma:

1

y(x,t)=A, e 2 sin(ot - kx) (3.129)
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3.7.3. Reflexia §i refractia undelor elastice

Cand o unda intdlneste suprafata de separare dintre doua medii diferite se produc simultan reflexia

(intoarcerea undei In mediul din care a venit) si refractia (transmisia undei In mediul al doilea). Se
constatd de asemenea ca prin reflexie si refractie se schimba directia de propagare a undei.
Consideram o unda elastica longitudinala plana ce se propaga prin mediul (1), care are densitatea p; si
unde viteza undei este u; (vezi fig.3.23). La intdlnirea suprafetei de separare, (X), dintre mediul (1) si
mediul (2) unda se va Tmparti Intr-o unda reflectatd ce se propagéd in mediul (1) si o unda transmisa ce se
propaga in mediul (2).

Definim impedanta mediului de propagare prin produsul dintre densitatea mediului §i viteza
undei. Impedanta exprima viteza cu care se propaga energia undei prin mediul repectiv. Cele douad medii

de propagare au impedantele:

7 =pu, (3.130.a)
Z, = pou, (3.130.b)
N
unda meidenta | unda reflectata

S8 unda transtnisa
Fig. 3.23. Reflexia si refractia unei unde plane.
Vitezele de propagare in cele doud medii sunt:

ul = [—
P

si, respectiv
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u, = [—

Py

In fig. 3.23 vectorii k,,k, sik, reprezinti vectorii de undi corespunzitori undelor incidents,
reflectatd si transmisa. T.,T, si 1, sunt vectorii de pozitie ai punctelor M, Q si P, unde exprimam marimile

de unda. Functiile de unda ale undelor incidenta, reflectata si transmisa sunt:

y. =A, sin(cot—l;ifi) (3.131.a)
y, = A sin(ot—k T) (3.131.b)
y, = A, sin(ot -k T) (3.131.¢)

Conditia de continuitate a functiilor de unda pe suprafata de separare se scrie sub forma:
Vit vy =Wt (3.132)

Conditia de conservare a energiei undei se scrie sub forma:
L=1+1 (3.133)

unde [;, I, si I sunt intensitatile undelor incidenta, reflectata si transmisa, date de relatia (3.126), adica:

1 242
I =—p, ®A’u
i 2pl i 1

1
I =—p, 0*A’u
r 2pl r 1

1
I = Epz (DZAtz u,

Se poate arata ca punand conditia de continuitate a functiilor de unda si de conservare a energiei

se obtin legile reflexiei si refractiei.

Aceste legi sunt urmatoarele:

1). Legea reflexiei. Unghiul de incidenta si unghiul de reflexie sunt egale.

o =a, (3.134)

2). Legea refractiei sau legea Snellius a refractiei. Raportul dintre sinusul unghiului de incidenta
si viteza de propagare in primul mediu este egal cu raportul dintre sinusul unghiului de refractie si viteza

de propagare corespunzitoare celui de-al doilea mediu.

sina; sina,

(3.135)

u, u,
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Utilizand conditia de continuitate a functiilor de unda si conditia de conservare a energiei undei,

se pot determina si amplitudinile undelor reflectatd si transmisd in functie de amplitudinea undei

incidente:

A +A, =A, (3.136.2)

%pl o’Al u, =%pl o’Al u, +%p2 o’Al u, (3.136.b)

Rezolvand sistemul format din ecuatiile (3.136.a) si (3.136.b) obtinem:

A=A Ll (3.137)
Z,+27Z,
27
A=A |2 (3.138)
Z +7Z,

Observam ca amplitudinea undei transmise, A are acelasi semn cu amplitudinea undei incidente,
A, indiferent de impedantele celor doua medii. De aceea unda transmisa este totdeauna in fazd cu unda
incidenta.

In ceea ce priveste amplitudinea undei reflectate se pot intalni doua cazuri:

a). Mediul (1) mai dens decat mediul (2), Z;>Z,. In acest caz amplitudinea undei reflectate, A,

are acelasi semn cu amplitudinea undei incidente, A;. Cele doua unde sunt in faza, de asemenea.

b). Mediul (1) mai putin dens decat mediul (2), Z;<Z,. In acest caz amplitudinea undei reflectate,
A,, are semn opus fatd de amplitudinea undei incidente, A;. Cele doud unde sunt in opozitie de faza. Unda
reflectata este defazatd cu = radiani in urma undei incidente.

Definim coeficientii de reflexie si de transmisie ai mediilor de propagare.

Coeficientul de reflexie este raportul dintre intensitatea undei reflectate si cea a undei incidente:

2 2
I A Z -7
R=—t—|r| =| 222 (3.139)
I, A, Z,+Z7Z,
Coeficientul de transmisie este dintre intensitatea undei transmise si cea a undei incidente:
2 2
I A
r-L_[A _Z4|_2% _ 442, - (3.140)
Ii Ai Zl Zl +ZZ (Zl +ZZ)

Se poate observa ca suma coeficientilor de reflexie si transmisie este unitara.
R+T=1 (141)

Acest fapt este consecinta directd a conservarii energiei undei elastice.
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3.7.4. Unde stationare

Daca 1n mediul de propagare al undei se suprapun unda incidentd si unda reflectata, atunci se
obtin unde stationare. Mai general, fenomenul de compunere a doud unde coerente se numeste
interferenta. Compunerea undei incidente si a undei reflectate constituie un caz interesant de interferenta
a undelor. Conform rezultatelor obtinute la reflexia undelor, se pot intdlni doud cazuri, in functie de
impedantele celor doud medii.

I. Daca mediul al doilea este mai putin dens decat primul, Z,<Z,, atunci unda reflectata este in
faza cu unda incidentd. Sa consideram o unda liniard ce se propagd in mediul (1), pe o directie
perpendiculara pe suprafata de separare dintre mediul (1)si mediul (2), ca in fig. 3.24. In punctul P se
intdlnesc unda incidentd si unda reflectata. Distanta dintre sursa undei si suprafata de separare dintre

medii este 1.

(1) .
Rl |

(2)

ol

Fig. 3.24. Formarea undei stationare.

Fazele celor doud unde ce se intalnesc in punctul P depind de distantele (I-x) si reprectix (I+x) pe
care le-a parcurs fiecare unda.
y, = Asin[ot — k(1 - x)] (3.142.a)
y, = Asin[ot — k(1+x)] (3.142.b)

Rezultatul suprapunerii celor doua unde este tot o unda, de ecuatie:
y=Yy,+y, = Asin[a)t -k(- x)]+ Asin[mt -k(+ x)]
Regrupam termenii de sub functa sinus:
y =y, +y, = Asin[ot — kI + kx ]+ Asin[ot — kI - kx]
Folosind formula trigonometrica sin(atb)=sin a cos b £cosa sin b, obtinem:
y = A[sin(ot —kl) cos kx + sin kx cos(mt — kl) + sin(mt — kl) coskx — sin kx cos(mt — kl)]

Ecuatia undei rezultante din punctul P este:
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y = 2A cos(kx )sin(wt — kl) (3.143)

Aceasta relatie constituie ecuatia undei stationare care are amplitudinea A(x) = 2Acos kx:
y =2 A(x) sin(ot — kl) (3.144)

Amplitudinea rezultantd A(x) va avea valori diferite in diferite puncte, dupd cum urmeaza:

a) Amplitudinea este maxima,
2
A =2Acos| “-x |=+2A
A
in anumite puncte X, care indeplinesc conditia:

cos(ﬂszil :Ex:nn
A A

—x zn% (3.145)

Se obtin maxime de amplitudine 1n puncte numite ventre ale undei, aflate la distanta x, unul de altul.

b). In anumite puncte amplitudinea este minima:
A =2Acos 2—nx =0 :>2—nx:(n+l)rc
A A 2

A

1
=x =(n+-—)— 3.146
n=( 2)2 ( )

Aceste puncte in care nu se produce nici o perturbatie, se numesc noduri ale undei stationare.
Distanta dintre doua noduri vecine este x,. In fig. 3.25 este reprezentati o unda stationara cu noduri, N, si
ventre, V.

In lungimea I se cuprind un anumit numar de lungimi de unda, si anume:

5
1= 3.147
1 (3.147)

II. Daca mediul al doilea este mai dens decat primul, Z,>Z;, atunci unda reflectatd este in opozitie

de faza cu unda incidenta. Atunci, cele doua functii de unda ce se intdlnesc in punctul P sunt de forma:

y; = Asinfot —k(1-x)] (3.148.2)
¥, = —Asin[ot - k(1+x)] (3.148.b)
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(2)

=

[ %
=
=

Fig. 3.25. Unda stationara obtinuta in cazul Z,<Z,.

Rezultatul adunarii celor doud unde in punctul P este

y = 2Asinkx [sin(ot —kl) (3.149)
In acest caz ventrele se obtin in punctele situate la distanta:
1. A
X, =(n+—-)—= 3.150
v =( 2) 5 (3.150)
iar nodurile se obtin la distanta:
A
X, =n— 3.151
n =05 (3.151)

Desi distanta dintre sursa undei elstice si suprafata de separare este aceeasi, observam in fig. 3.26
ca distributia nodurilor si ventrelor este diferita. La suprafata de contact cu mediul mai dens se formeaza
un nod al undei stationare. Acest lucru se datoreazi schimbirii fazei undei reflectate cu © radiani. in

esentd, rezultd ca un alt numar de lungimi de unda se cuprind in lungimea I:
3
1= 5 A (3.152)

Asftel, se observa ca intr-o coardda de lungime data, I, se pot forma unde stationare numai daca
oscilatiile sursei au asemenea frecvente incat lungimile de unda corespunzatoare sunt date de: (i) relatia
(3.147) in cazul in care coarda este liberd; (ii) respectiv de relatia (3.152) in cazul in care coarda este

legata la capete.
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(1)

(2)
N N
S NII
TUT -I;l.l;rI 1;u;r||
A
2

Fig. 3.26. Unda stationara obtinuta in cazul Z,>Z,.

3.7.5. Interferenta undelor

Fenomenul general de compunere a undelor coerente se numeste interferentd. Asa dupa cum stim,
intensitatea undei reprezintd cantitatea de energie ce trece prin unitatea de suprafatd in unitatea de timp.
Sa consideram doua unde ce se intdlnesc intr-un punct, avand functiile de unda:

y, = A, sin(o,t+o,) (3.151.a)
y, =A,sin(o,t+¢,) (3.151.b)
unde @, si ¢, sunt functii de timp.

Amplitudinea undei rezultante se calculeaza din:

A* = A7 + A +2A,A, cos(A9) (3.152)
unde A este diferenta de faza dintre cele doua unde si, In general, depinde de timp:

A(P:(ml_mz)t+((P1_(P2)~ (3.153)

Media amplitudinii rezultante pe o perioada este:

AA, ¢
<A? >=< A’ >+A? +2%Icos(&p)dt (3.154)

0
Asa cum stim, intensitatea undei este proportionala cu patratul amplittudinii. In functie de valorile

integralei din (3.154), intensitatea undei rezultante poate avea diferite forme:
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T
a) Daca integrala pe o perioada este nulé,jcos(&p)dt =(, atunci intensitatea undei rezultante
0

este:
I=1+1, (3.155)
In acest caz nu se produce interferenti.

b) Dacd A¢ este independentd de timp, atunci integrala din (3.154) este diferitd de zero,

T
J. cos(A@)dt # 0. In acest caz, intensitatea undei rezultante este:
0

I=1+1,+2{L,I, cosA¢g (3.156)

Este cazul in care se produce interferentd, deoarece undele ce se intdlnesc sunt unde coerente.
Conditia de coerenta este ca diferenta de faza dintre cele doud unde, A, sa fie independenta de
timp. Aceastd conditie este indeplinitd de unde care au pulsatii egale si diferenta de faza constantd in
timp:
o =, si Ap =0, — ¢, # (1)

Interferenta undelor longitudinale. Cu ajutorul a doud difuzoare plasate pe aceeasi
verticald si conectate la acelasi amplificator se poate obtine un dispozitiv de inteferentd a undelor
longitudinale, asa cum se vede in fig.3.26. Distanta dintre cele doud difuzoare (surse) este 2I.
Presupunénd ca ambele difuzoare emit simultan, ele se comporta ca doud surse de unda, S; si S,.
De la ele se propaga doud unde coerente, care parcurg drumuri diferite pana in punctul P, aflat la
distanta y de axa de simetrie (vezi fig. 3.27). In punctul P cele doud unde se suprapun si, fiind
coerente, produc o figura de interferentd. In punctele S; si S, functiile de undi corespunzitoare

celor doua surse sunt identice, si anume au forma:

InS: y, = Asin(Zn%) (3.157.a)

in S»: y, = Asin(2n%j (3.157.b)

in punctul P cele doui unde au functiile de unda de forma:

y, = Asin{2n(% —%ﬂ (3.157.a)
. t o
y, = Asin| 2w T % (3.157.b)
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Fig. 3.27. Dispozitiv de interferentd a undelor longitudinale.

Unda din punctul P este rezultatul adunarii celor doua unde:

t r t r
=y, +y, =Asin| 21| ——- ||+ Asin| 2n| —— %
SR HT xﬂ HT xﬂ

Folosind formula trigonometrica sina +sinb =2 sin( a ; b] cos( a ; bj obtinem:

y =2Asin| 2w L_OEn N oog on 20
T 2h 2A

datorita faptului cd distanta D este suficient de mare 1n raport cu r; §i 1, putem face aproximatia r; + r, =

2D.

In acest fel, ecuatia undei rezultate prin interferenta in punctul P devine:

y =2Acos 20 | gin ZR(i—Ej (3.158)
A T A

Observam ca amplitudinea rezultantd din punctul P depinde de pozitia punctului pe ecran, fiind de

forma:
-
A, =2Acos| 1—=—— (3.159)
A
Se pot intdlni doud cazuri, in functie de valorile diferentei de drum Ar =1, - 1;:
a) daca functia cosinus atinge valoarea maxima, inseamna ca diferenta de drum, Ar, este de forma:
r,—r r,—r
cos| t2—L|=1 = n1*2——"=nm1t =
A A

Ar=r1, -1, =nl\ (3.160)
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in punctele de pe ecran in care este indeplinita conditia (3.160) se obtin maxime de interferentd.
A, =2 A. Este mai practic deci, ca distante de acest fel sa fie exprimate ca multipli de semilungimi de

unda:
A
Ar=r1, -1, :2n5 (3.161)

Numarul natural n se numeste ordinul maximului de interferentd. Observam ca in aceste puncte

intensitatea undei rezultante este de 4 ori mai mare decat a undelor incidente, 1 =< Ai >=41.

b) Daca functia cosinus este nuld, rezulta ca diferenta de drum, Ar, este de forma:

cos| n2— 1| =0 = Tcu=(2n+1)E =
A A 2

Ar=r1, -1, =(2n+l)% (3.162)

In aceste puncte amplitudinea undei rezultante este nuld, ca si intensitatea ei. Acestea sunt puncte
de minim de inteferenta.
Distanta dintre doud maxime succesive se numeste interfranja. Sa determindm distanta y, fatd de

centrul ecranului la care se afla maximul de ordinul n. Diferenta de drum dintre cele doua unde este:
A
Ar=r, -1 =2n5 (3.163)

Observam 1n fig.3.26 ca y, se poate exprima din triunghiul dreptunghic pe care-l formeaza axa de
simetrie cu directia drumului r;:
y, =D tga (3.164)
In acelasi timp, din triunghiul dreptunghic pe care-1 formeaza perpendiculara coborata din S; pe

directia drumuli r,, obtinem:
sinoczg (3.165)
21

unde 21 este distanta dintre fantele dispozitivului. Unghiul o este suficient de mic incat sa putem folosi

aproximatia o= sin o = tg a. Astfel, inlocuind (3.163) in (3.165), apoi rezultatul lor in (3.164),

obtinem:
A1 A
=Da=D(@2n—)—=Dn— 3.165
Ya ( 2) 71 2 (3.165)
Atunci, distanta pe ecran pand la maximul de ordinul n+1 este:
A
You =D(n+1)5 (3.166)

Distanta dintre doud maxime succesive, adica interfranja, este:
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A D

= 3.167
21 (3.167)

iZ}]nJrl - Y. =

Astfel, pe verticala Oy se obtine un sistem de maxime alternand cu minime de interferenta, asa
cum se poate vedea in fig. 3.28. Maximele de ordin negativ se afld sub axa de simetrie, fiind simetrice

fata de axa cu maximele de ordin pozitiv.

i
t T = mazxitne laterale
1
5 __72
r ol
a/; 2 maimul central
1 -1
So] ar 12
D

Fig. 3.28. Figura de interferenta obtinuta.

3.7.6. Difractia undelor

Consideram o unda pland care se propaga pe suprafata apei. Un obstacol de forma unui perete

vertical cu o fanta de largime L se afla in calea undei, aga cum se vede 1n fig. 3.29.

unida
difractata

utida plana
incidenta

Fig. 3.29. Un obstacol pe care se produce difractia undei plane.
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Se constata ca unda care trece dincolo de obstacolul intilnit are frontul de unda de forma sferica,
desi unda incidenta avea fronturi de unda plane. Spunem ca unda a suferit fenomenul de difractie pe fanta
de largime L.

Difractia este fenomenul de ocolire a obstacolelor de catre unde. Efectul difractiei este cu atat mai
evident cu cat dimensiunea fantei (sau a obstacolului din calea undei) este de ordinul de marime al
lungimii de unda a undei incidente, L ~ A .

In momentul cand frontul plan o atinge, fanta devine sediul unei infinititi de surse punctiforme
infinitezimale, care genereaza la randul lor unde sferice in spatele fantei. Aceste unde se compun intre ele
si formeaza o unda sferica ce se propagd in spatele obstacolului. Din punct de vedere fizic nu exista
deosebiri intre difractie si interferentd. Ambele fenomene fizice presupun compunerea (adunarea) a doua

sau mai multor unde coerente (difractia consta din interferenta unei infinitati de unde infinitezimale).
3.7.7. Polarizarea undelor elastice transversale

Consideram o unda elastica liniara transversala ce poate traversa spatiul dintre doi pereti verticali
ce formeazd o fantd, asa cum se poate vedea in fig. 3.30. Am notat prin Ai vectorul ce reprezinta
amplitudinea oscilatiei din unda incidenta. Putem constata cd amplitudinea undei ce trece dincolo de fanta
depinde de unghiul pe care-l formeaza vectorii Ai cu directia fantei. Procesul prin care fanta filtreaza si

lasa sd treacd numai componenta vectorului amplitudine care este in planul fantei constituie fenomenul

de polarizare.

T

gt
]
e
]

2y |

b)

*)

a)
Fig. 3.30. Trecera unei unde tarnsversale printr-o fanta.

a). vedere generald; b) directia de vibratie paralela cu fanta.
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a) Daca amplitudinea undei este paraleld cu fanta, unda se transmite prin fanta, iar unda transmisa
are aceeasi amplitudine ca cea incidenta (vezi fig. 3.30.b).

b) Daca directia de vibratie din unda incidenta este perpendiculara pe directia fantei, dincolo de
fanta nu se mai propaga nici un fel de vibratie (vezi fig. 3.31.a).

c¢) Daca directia de vibratie face un anumit unghi cu fanta, atunci vectorul caracteristic al undei se

decompune dupd doua directii perpendiculare, una din ele fiind directia fantei (vezi fig. 3.31.b). Dintre

cele doud componente ale vectorului A, numai componenta paraleld cu fanta, AH , se transmite mai

departe, cealalta fiind absorbitd. Constatam ca unda transmisa dincolo de paravan are o amplitudine mai

micd decat amplitudinea undei incidente.

=]
=)
=

a) b)

Fig. 3.31. Polarizarea la trecerea unei unde transversale printr-o fanta:
a) directia de vibratie este perpendiculara pe fanta;

b) descompunerea vectorului caracteristic pe doud directii.

Polarizarea este fenomenul prin care se poate filtra dintr-o undd numai componenta intr-un
anumit plan a vectorului de vibratie caracteristic undei. Dispozitivul prin care se realizeaza polarizarea se
numeste polarizor. Unda al carei vector de vibratie pastreaza aceeasi directie in spatiu se numeste unda
liniar polarizatd. n fig. 3.32.a) si b) se pot vedea douid exemple de unde liniar polarizate la iesirea din

polarizor.
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uida
polatizata
lifutar

unda nepolatizata

a) b)

Fig. 3.32. Unde liniar polarizate dupa trecerea prin polarizor.
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4. Introducere in electromagnetism

4.1. Campul electromagnetic

4.1.1. Actiunea campului electromagnetic asupra sarcinilor electrice

Consideram o sarcind electricd, ¢, ce se deplaseaza cu viteza v Intr-un spatiu ocupat de un camp

electric, de intensitate E si de un cdmp magnetic, de inductie magnetica B, asa cum se poate vedea in
fig. 4.1. Asupra sarcinii electrice actioneaza o fortd din partea celor doud campuri, fortd ce se numeste

forta Lorentz. Aceasta forta are expresia generala:
F=q(E+VxB) (4.1)

In general, campul electric si cAmpul magnetic sunt functii complexe de coordonate si de timp,

putand fi scrise sub forma:

{E:H&%LD (4.1.a)

B = B(x,y,2,1)

unde X, y si z sunt componentele vectorului de pozitie T =X i+ y3+z k. Reamintim ca viteza este

derivata in raport cu timpul a vectorului de pozitie al particulei.

Fig. 4.1. Traiectoria unei sarcini electrice in camp electric si magnetic.
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Pentru a determina traiectoria particulei incércate electric se integreaza ecuatia:

(4.2)

Dle

F=

=5

In cazul in care campul magnetic nu se manifestd, B =0, forta care actioneazd asupra sarcinii

electrice este forta electrostatica:

i

F=q (4.3)

Campurile electric si magnetic sunt forme de manifestare ale unui unic camp fizic, numit campul
electromagnetic. Campul electromagnetic este forma de existentd a materiei care se manifestd prin
actiunea asupra sarcinilor electrice si asupra curentilor electrici. Maxwell a demonstrat pentru prima data
ca cele doua campuri, electric si magnetic, formeaza un singur camp, cel electromagnetic.

in anul 1864 Maxwell scrie cele patru ecuatii ce-i poartd numele, prin unificarea legilor cunoscute
ale electricitatii si magnetismului, si afirmd ca ansamblul celor doud campuri (electric si magnetic)
formeaza un unic camp §i numai in cazuri particulare se manifesta numai una din componentele sale.

De exemplu, sa consideram mai multe sarcini electrice care sunt fixe. Atunci intre ele se
manifestd numai cdmpul lor electric, numit cdmp electrostatic.

Daca un magnet in forma de bard este fix, atunci campul pe care il genereaza este un camp

magnetic numit cAmp magnetostatic.

in cazurile generale, vectorii E si B iau valori diferite in diferite puncte din spatiu si la diferite

momente de timp. In regiunea din spatiu in care ele se manifestd existd un cAmp electromagnetic, ale
carui componente E si Bnumai pot fi separate.

Doud exemple semnificative de campuri create in jurul unor corpuri sunt redate in fig. 4.2.
Observam 1n fig. 4.2.a) ca in jurul unui corp punctiform incarcat electric se formeaza un camp electric in
care fiecarui punct din spatiu 1i corespunde un vector intensitate a cimpului, care are o valoare ce depinde
de vectorul de pozitie, E =E(7).

Campul magnetic din jurul unui magnet in forma de bara este reprezentat in fig. 4.2.b), unde se
pot vedea vectorii inductie a cAmpului magnetic, B = B(x, Y,Z).

Campurile vectoriale se pot reprezenta atat prin vectorii de camp, E si B, catsi prin liniile de
cdmp. Liniile de camp sunt curbe continue care au proprietatea ca in orice punct al lor vectorii de camp
corespunzatori sunt tangenti la curba. Liniile de cAmp nu se intersecteaza intre ele. Astfel, liniile de camp

din jurul unui corp punctiform incircat electric sunt radiale, asa cum se poate vedea in fig. 4.2.a). in fig.

4.2.b) se pot vedea linile de cAmp magnetic din jurul unui magnet in forma de bara.
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Fig. 4.2. Vectori si linii de camp:

a) liniile de camp electric din jurul unei sarcini electrice;

b) liniile de camp magnetic din jurul unui magnet in forma de bara.

4.1.2. Legea conservarii sarcinii electrice

In conceptia modernd asupra materiei se considerd ci substantele sunt alcatuite din atomi.
Atomul este format din electroni si nucleu. Electronii sunt Incarcati electric cu sarcina electrica si ocupa o
regiune din spatiu in vecindtatea nucleului. Nucleul este format din neutroni, neutri din punct de vedere
electric, si din protoni, care sunt sarcini electrice de semn opus celor ale electronilor. Prin conventie,

sarcina electrica a electronului se numeste sarcind negativa, iar cea a protonului se numeste sarcina
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pozitivda. Sarcina electricd a protonului este egald in modul cu sarcina electrica a electronului, avand
valoarea e = 1,6 10 ' C (unitatea de sarcina electricd este 1 Coulomb = 1 C).

In mod normal un atom este neutru din punct de vedere electric, adici numdrul electronilor este
egal cu cel al protonilor. Daca un atom pierde unul sau mai multi electroni, el devine ion pozitiv. Daca
invelisul electronic al atomului contine mai multi electroni decat numarul protonilor din nucleu, atomul
este un ion negativ. Pentru un corp fizic se generalizeaza aceastd conventie: Dacd numarul protonilor
este egal cu al electronilor din corp, el este neutru din punct de vedere electric. Dacd in corp numarul
electronilor este mai mare decit numarul protonilor, el este incarcat electric negativ. Daca in corp
numadrul protonilor este mai mare decat numarul electronilor, el este incércat electric pozitiv.

Intr-o aproximatie satisfacitoare pentru scopurile noastre, consideram sarcinile electrice ale
electronilor si protonilor ca fiind indivizibile. Astfel, un corp poate fi incarcat electric cu un numar intreg
de sarcini electrice elementare, e. Sarcinile electrice nu se creaza si nu se distrug. Ele se transmit de la un
corp la altul sau se redistribuie in cadrul aceluiasi corp. Starea de neutralitate electricd a unui corp
reprezintd numai faptul ca numarul protonilor sii este egal cu numarul electronilor sai.

Legea conservarii sarcinii electrice: intr-un sistem izolat, suma algebrica a sarcinilor electrice
ramane constanta.

Sa consideram, ca exemplu, un sistem format din doua sfere identice din sticld care au fost
electrizate astfel incat sarcina electrica de pe fiecare sfera este Q; si respectiv, Q,, unde Q1=7¢, Q;=5ce.
Sarcina initiala din sistem este Q1+ Q,=7e+5e=12e.

Daca se ating cele doud sfere, ele vor face un schimb de sarcini electrice, dar suma totala a
sarcinii electrice este tot 12 e: Q;'=6¢,Qy =6 ¢.

Sa presupunem ca cele doua sarcini electrice intiale sunt : Q;=7e, Q2 =-5e.
in acest caz suma algebrica a sarcinii electrice din sistem este: Qi+ Q,=7e-5e=2e.

De ce se intampla asa ? Sarcina electrica de 7e reprezintd un deficit de 7 electroni pentru primul
corp. Sarcina electrica de -5e reprezintd un surplus de 5 electroni pentru al doilea corp. Cand se ating
sferele ele vor efectua un schimb de electroni, in sensul ca cei Se de pe al doilea corp vor trece pe primul
corp. Deficitul general de 2 e al sistemului se va pastra deci. Cele doua sfere, fiind identice, vor avea in

final sarcinile: Q;’=le, Q' = le.
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4.2. Electrostatica

In 1785 Coulomb deduce legea interactiunii dintre doua sarcini electrice fixe, asa cum se vede in
fig. 4.3. El deduce ca doua sarcini electrice interactioneaza cu o forta direct proportionald cu produsul

sarcinilor electrice si invers proportionala cu patratul distantei dintre ele:

q, -
r

a,
[ >@

Fig. 4.3. Douad sarcini electrice stationare.

F.-k 12 (4.4)
T

Aceasta expresie matematicd se numeste legea lui Coulomb. Observam asemanarea acestei forte

cu forta atractiei universale:

_mm,
Gr—73 (4.5)

Constanta de proportionalitate din legea (4.4) depinde de mediul in care se afld cele doua sarcini

electrice. Daca ele sunt in vid, intervine marimea fizicaA numitd permitivitate dielectrica a vidului, €,

o F oo ) o :
egald cu €, =8,85107"" —_ In Sistemul International, constanta de proportionalitate K este exprimatd in
m
Nm® .
1 ——, fiind egala cu :
C

1 s, Nm?

K= ——=910" =

(4.6)

4ne,
In cazul in care mediul nu este vidul, in locul lui gy se utilizeazd permitivitatea dielectrica a
mediului respectiv, €, egald cu € = g,¢, . & reprezintd permitivitatea dielectrica relativd a mediului.

Folosind aceste relatii, legea lui Coulomb a interactiunii dintre doua sarcini electrice aflate intr-un mediu

oarecare devine :

1 qq
de r

fes
|

(4.7)
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Se constatd experimental ca doud sarcini electrice de acelasi semn se resping, iar doua sarcini
electrice de semn opus se atrag. In fig. 4.4 se pot vedea fortele de interactiune pentru sarcini de acelasi

semn si pentru sarcini electrice de semn opus.

b)
Fig. 4.4. Fortele de interactiune dintre sarcinile electrice :

a) sarcini electrice de acelasi semn; b) sarcini electrie de semn opus.

Forma vectoriala a legii lui Coulomb este :

= I qq,-
F.=— T 4.8
¢ 4ne P 48

ro.. N : T
— fiind un versor al directiei vectorului de pozitie, 1.
r

4.2.1. Campul electric

Sarcinile electrice interactioneaza intre ele. Forma prin care se transmite la distanta interactiunea
lor se numeste camp electric. Daca un corp este incarcat electric, in spatiul din jurul Iui se manifestd un
camp electric pe care el 1-a generat. Acest camp reprezinta capacitatea corpului electrizat de a atrage si de
a respinge alte corpuri electrizate. Experimental se aratd ca sarcinile electrice de acelasi semn se resping,
iar cele de semn contrar se atrag.

Consideram un corp incircat electric cu sarcina Q. In jurul lui se manifestd un camp electric. Daca

in aceasta zona patrunde o sarcind q (corp de probd), ea va fi actionata de forta coulombiana pe care o

exercitd Q. Experimental se arata ca existd o marime vectoriala E, definita prin relatia:
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E= (4.9)

_Q|"1'Jl

Aceastd marime caracterizeaza tiria campului vectorial creat de sarcina electrica Q in punctul

unde se afla q. Marimea vectoriald definitd prin relatia (4.9) se numeste intensitatea campului electric,

E . Deducem ci intensitatea campului electric creat de sarcina Q este:

Qs (4.10)

gofe 1 :
4me

—

Fe
q

Modulul vectorului intensitate a campului electric este egal cu:

E:ﬁ r% (4.11)

Intensitatea campului electric se masoard in SI in: [Eg;=1 V/m.
Prin conventie, sensul liniilor de camp electric este de la sarcinile pozitive catre cele negative, asa
cum se vede in fig. 4.5. Tot prin conventie, intensitatea campului electric este orientatd de la sarcinile

pozitive catre cele negative.

Principiul superpozitiei: Daca E, este campul electric produs de un grup de sarcini electrice, iar

E, este campul electric produs de un alt grup de sarcini electrice, atunci efectul produs de actiunea

celor doud campuri este E=E, +E,.

Fig. 4.5. Liniile campului electric.

Prin generalizare se obtine ca rezultanta caAmpurilor electrice produse de sarcinile punctiforme qj,

qQ2, 3, ---» Qn Intr-un punct din spatiu este egald cu suma vectoriala a vectorilor intensitate a campului
electric, El , E2 , E3 L, En , al fiecarei sarcini electrice in parte:
BB, 4B, +B,++E, (4.12)
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O marime frecvent utilizata In descrierea campului electric Intr-un mediu oarecare este inductia

electricd, D . Prin inductie electrici se intelege producerea unui cidmp electric stationar in interiorul unui
mediu cu ajutorul unui alt camp electric exterior, de asemenea stationar.

Campul electric al Pamdntului. In atmosfera terestra se manifestd un camp electric creat de ionii
rezultati din fenomenul de ionizare a moleculelor de gaz bombardate de radiatiile cosmice. Astfel se
formeaza o paturd sferici conductoare de electricitate la altitudini inalte in jurul Paméantului. Chiar
Pamantul contine o anumita cantitate de sarcini electrice, fiind totodata si un destul de bun conducator de
electricitate. Ne putem imagina Paméantul si straturile joase ale atmosferei ca formadnd o sfera
conductoare. Intre sfera conductoare formatd de Pimant si patura sferica a ionilor de la altitudini inalte
existd o paturd sferica de circa 50 km grosime, ce nu este un bun conductor electric. La suprafata
Pamantului se poate masura un camp electrostatic avand intensitatea de circa E= 100V/m. Considerand
raza sferei terestre de 5000 km, se poate determina sarcina electrica superficiald pe care o are Pamantul,
si anume aceastd sarcind electrici este de circa 3 10° C.

Daca se introduce un conductor intr-un cdmp electric stationar se produce, prin influenta, o
separare de sarcini electrice, iar la atingerea starii de echilibru sarcinile se afld numai pe suprafata

conductorului, asa cum se poate vedea in fig. 4.6.

Fig. 4.6. Conductor in camp electric extern:

a) la inceput; b) dupa stabilirea echilibrului.
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Dacéd se introduce un dielectric (izolator electric) in intr-un cadmp electric acesta suferd o
polarizare dielectricd. Inductia electricd reprezintda campul electric din interiorul dielectricului si se poate

caracteriza prin vectorul inductie electrica:
D=¢g,c, E=¢E (4.13)

In fig. 4.7 se poate observa polarizarea dielectricului in cAmp electric exterior.

b)
Fig. 4.7. Polarizarea dielectricului in cAmp electric exterior:

a) izolatorul la inceput; b) dupa stabilirea echililbrului.

4.2.2. Fluxul electric

Prin conventie liniile de camp electric se traseaza astfel incat numarul de linii de camp ce
traverseaza unitatea de suprafatd normald la liniile de camp sa fie numeric egal cu intensitatea campului
electric in locul unde este situata suprafata. Un camp ale carui linii de camp sunt paralele si echidistante
este un camp omogen, asa cum se vede in fig.4.8.

Numarul liniilor de camp ce strabat o suprafata oarecare, S, normala la liniile de camp se numeste flux
electric, @..

Pentru un camp electric omogen, ca acela din fig.4.8, fluxul electric este egal cu produsul scalar al

intensitatii cdmpului electric cu vectorul S=Sn, unde n este versorul normal la suprafata:

® =ES (4.14)
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Referindu-ne la fig. 4.8, putem vedea cd unghiul dintre vectorii E §i @i este zero, iar produsul
scalar devine:
®,=ES=ES (4.15)

Pentru un cdmp neomogen, suprafata S se imparte 1n arii infinitezimale dS, astfel Incat, in limitele lui dS,

campul electric poate fi considerat omogen, adica de valoare constanta si pastrand aceeasi directie (vezi
fig. 4.9).

e F
> E
= F
= E

Fig. 4.8. Camp electric omogen.

Fluxul electric infinitezimal prin suprafata dS este:
d®, =E-dS=E cosa dS (4.16)

unde dS =1 dS.

Fig. 4.9. Camp electric neomogen.

Pentru a determina fluxul electric prin suprafata inchisa S, se integreaza relatia (4.16) pe suprafata

considerata:

D, :i‘d(De :iﬁ-dgziE cosa dS (4.17)
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Fig. 4.10 prezinta o suprafatd inchisa si liniile campului electric ce produce flux electric prin acea

suprafata.

S Tnchisd

——

Fig, 4.10. Fluxul electric printr-o suprafata inchisa.

4.2.3. Legea lui Gauss pentru campul electric

Consideram o sarcind electricd punctiforma Q ce se afla intr-un punct P in interiorul unei suprafete
inchise, S. Construim o sferd de raza r, cu centrul in P (vezi fig. 4.11). Observam ca toate liniile de camp

ce trec prin suprafata S trec si prin suprafata sferei. De aceea, fluxurile electrice prin cele doua suprafete

sunt egale:
Oy =D (4.17)

Daca ne referim la cele doud suprafete infinit mici aflate pe sfera si pe suprafata S, numarul de linii de

camp ce strabat suprafata dSy de pe sferd este egal cu numarul de linii de camp ce strabat suprafata dS de

pe suprafata S:
ddg =ddg (4.18)

Exprimdm fluxul infinitezimal prin suprafata dSo:

do, = i, dS, (4.19)
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Fig. 4.11. Fluxul electric creat de sarcina electrica din P prin doua suprafete inchise.

Observam ca produsul scalar dintre raza si versorul normal la dSy este:
rn,=rcosO0=r
Astfel, fluxul electric infinitezimal prin suprafata dS, este:

do, = Q 1, (4.20)

4me r?

Integram fluxul prin suprafata sferei i obtinem:

_ ¢ Q1 . _ Q1 Q1.
O Y i e
| 4.21)
2&—24Ttr2=g
4ne r €

O =Dy == (4.22)

Expresia (4.22) constituie legea lui Gauss pentru campul electric: Fluxul ce stribate orice suprafatd
inchisa ce contine sarcina electricd Q este proportional cu sarcina electrica si invers proportional cu
permitivitatea dielectrica a mediului.

Aceasta lege constituie o noud formulare a legii lui Coulomb. Daca in interiorul suprafetei inchise

se afla mai multe sarcini electrice, qi, q2, g3, ...,qn, atunci fluxul este egal cu:

— ql +q2 +q3 +“'+qn (423)
€

g

Semnul fluxului electric. Datorita faptuului ca sarcina electrica poate fi pozitiva sau negativa, fluxului
electric 1 se asociaza un semn. Astfel, dacad ne referim la fig. 4.12 putem vedea ca unghiul o poate avea

valori:
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. T, .. . .
a) din cadranul unu, o e {O, 5} si in acest caz cosa este pozitiv, iar fluxul electric este si el tot
pozitiv.

. . i o . . .
b) din cadranul doi, a e {5, n} , cos a fiind in acest caz negativ, deci fluxul este tot negativ.

/E’ )
: A -

-dS o= E

- —

ds

=+

a) b)

Fig. 4.12. Semnul fluxului electric: a) flux pozitiv; b) flux negativ.

Fluxul electric printr-o suprafata inchisa datorat unei sarcinii ¢ exterioare suprafetei este nul, asa
cum vom arata mai jos. Ne referim la fig. 4.13, unde sarcina electrica din punctul P este exterioara

suprafetei inchise S.

Fig. 4.13. Fluxul electric al unei sarcini electrice exterioare suprafetei.

Observam ca toate liniile de camp ce trec prin dS; trec si prin dS,, deci fluxurile prin cele doud

suprafete elementare sunt egale, dar de semn opus. Intr-adevir, fluxul infinitezimal prin suprafata dS,

. . . e e . .
este negativ, deoarece unghiul dintre vectorii n si E este a €|:E,TE:|. Astfel, cele doua fluxuri

elementare prin dS; si dS, se anuleaza reciproc. Toatd suprafata S este formata din perechi de suprafete
aflate fatd in fatd, de acelasi fel ca dS; si dS,. De aceea fluxul electric prin suprafata care nu contine

sarcini electrice este nul.
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Legea lui Gauss poate fi enuntata si astfel: Fluxul electric printr-o suprafatd inchisa, de forma arbitrara,

. 1, . . . . e .
este numeric egal cu — inmultit cu suma algebrica a sarcinilor electrice aflate in interiorul suprafetei.
€

Fluxul electric este nul, daca suprafata inchisa nu contine sarcini electrice.

4.2.4. Forma locala diferentiala a legii lui Gauss

Prima ecuatie Maxwell

Consideram o sarcina electrica q distribuita intr-un volum V. Atunci se defineste densitatea de sarcina

electrica p ca fiind sarcina electrica din unitatea de volum:

dq
e § 424
P=av (4.24)

. . o R C 5 . -
Densitatea de sarcind electrica se exprima in 1—. Astfel, dacd se cunoaste densitatea de sarcind
m

electrica, se poate calcula sarcina electrica dint-un volum V prin integrala:

q= j pdV (4.25)

Sa consideram volumul V, inchis de suprafata S, in care se afla sarcina electrica cu densitatea volumica
p, asa cum se poate vedea in fig. 4.14. Folosind formula matematicd Gauss-Ostrogradski, ce transforma
integrala pe suprafata inchisd S din legea lui Gauss intr-o integrala pe volumul pe care-1 inchide aceasta,

obtinem fluxul electric sub forma:

®, =§EdS=[ VEdV (4.26)
S

Unde, prin VE , am notat divergenta vectorului E.

Operatia de divergentd a unui vector constd in urmatoarele: Considerdm un vector avand componenetele
Ey, EysiE, (E = Exf + Ey] + EZE ). Prin operatia de divergenta se obtine scalarul:

- OE
VE = °E, +—L+ °E, (4.27)
ox oy 0Oz

Revenind la legea lui Gauss, substituim relatiile (4.26) si (4.25) in (4.22) si obtinem:

fEsovigqvea_t
dDe—ifEdS—J.VVE dv_g_gjvpdv (4.28)
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S inchis3

v

Fig. 4.14. Sarcina electrica distribuita intr-un volum V.

Constatam ca sub integralele volumice se afla cantitati egale:

VE=P (4.29)
S

Am obtinut astfel o forma locala a legii lui Gauss, care constituie in acelasi timp prima ecuatie Maxwell.

Semnificatia fizica a divergentei vectorului E. Divergenta vectorului intensitate a campului electric
este mai mare in punctele din spatiu unde densitatea volumica de sarcind este mai mare. Cu cét pornesc

mai multe linii de cAmp dintr-o suprafata inchisa, cu atat fluxul electric total este mai mare si divergenta

campului electric este mai mare, asa cum se poate vedea in fig. 4.15. Vectorul E2 are divergenta mai

mare decat vectorul E,, deoarece liniile sale de cAmp prin aceeasi suprafatd sunt mai numeroase.

i 3 _— =
— e o —_—= = 2
Ei Eovn -
a) b)

Fig. 4.15. Semnificatia fizica a divergentei vectorului E:a) camp electric cu linii de cAmp

mai putine; b) cAmp electric cu linii de cdmp mai dese. VEZ > VE, .
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Daca intr-un punct din spatiu avem divergenta nula, VE =0, inseamna ca din acel punct nu

pornesc linii de cAmp electric §i el nu reprezinta o sursa de camp electric.
4.2.5. Caracterul potential al campului electric. Potentialul electric
Consideram o sarcini electrici Q fixa. In cAmpul electric creat de aceasta se misca o sarcini q,

numitd corp de proba. Sa presupunem ca sarcina q se deplaseaza pe traiectoria ei din punctul A in punctul

B, asa cum se poate vedea in fig. 4.16.

Fig. 4.16.Deplasarea sarcinii electrice q in campul creat de sarcina electrica Q.

Lucrul mecanic efectuat la deplasarea sarcinii electrice q, din punctul A pana in punctul B, in

campul creat de Q este egal cu:

L= E(i —L] (4.30)

4re\r, 1,
Daca punctul B se afla la infinit, 1, — o0, atunci lucrul mecanic pentru deplasarea corpului de

proba din A pana la infinit este:

L, = &(LJ 4.31)
4mel 1,
Daca sarcina q = 1 C, atunci lucrul mecanic dat de (4.31) devine:
1
L,,h = Q1 (4.32)
dner,

Relatia (4.32) introduce marimea fizica potential electric al punctului A, care reprezintd lucrul
mecanic necesar pentru deplasarea corpului de probd cu sarcina electricd q =1C din punctul A pana la

infinit, sau pentru deplasarea lui q de la infinit pana in punctul considerat:

v, =21 (4.33)

4rer,
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. . . . 9 . . 1]
Potentialul electric este 0 marime scalard si este masurat in Volti, 1V = c
In general, putem exprima potentialul electric intr-un punct situat la distanta r de sarcina

punctiforma Q prin:

V(r) = %% (4.34)

Observam ca toate punctele situate la distanta r de Q au acelasi potential electric, Astfel, in jurul
sarcinii electrice Q se formeaza o sfera de raza r pe care toate punctele au acelasi potential electric (vezi
fig .4.17). Aceastd sfera de potential electric constant constituie o suprafatd echipotentiald. in jurul
sarcinii electrice punctiforme Q se afld sfere concentrice echipotentiale, fiecareia corespunzandu-i o
anumita valoare a potentialului electric.

Definim tensiunea electrica dintre doua puncte ca fiind diferenta potentialelor electrice ale celor
doua puncte considerate:

U=V, -V, (4.35)
Tensiunea electrica este o marime fizica scalara i se exprima tot in Volti.

Energia electrostatica este egala cu produsul dintre diferenta de potential si sarcina electrica de

proba q:

W=q(V,-Vy)=qU (4.36)
Se constata ca lucrul mecanic efectuat la deplasarea lui q intre punctele A si B este independent de forma
drumului dintre punctele A si B si depinde numai de capetele drumului. De aceea, cadmpul electric este un

camp potential.

Y=constant

Fig. 4.17. Suprafata sferica echipotentiald in jurul sarcinii electrice Q.

Energia campului electric. La incarcarea unui condensator plan se consuma un lucru mecanic
pentru a transporta sarcinile electrice de pe o armaturd pe alta. Lucrul mecanic infinitzimal efectuat
pentru a transporta sarcina infinitezimald dQ de pe o armatura pe alta este:

dL=UdQ (4.37)
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unde U este diferenta de potential dintre armaturi.
Dar sarcina electrica Q de pe armaturi este egala cu produsul dintre diferenta de potential si capacitatea

electrica a condensatorului:

Q=CU (4.38.2)
deci sarcina infinitezimala dQ este:
dQ=Cdu (4.38.b)

Astfel, lucrul mecanic infinitzimal efectuat pentru a transporta sarcina infinitezimala dQ de pe o

armatura pe alta este:

dL=CUdU (4.39)
Lucrul mecanic efectuat pentru incarcarea condensatorului este:
T 1
L:ICUdU:ECUZ (4.40)
0
Energia campului electric sau energia electrica este:
W = % Ccu? (4.41)

Definim densitatea volumica de energie electrica ca fiind energia electrica din unitatea de volum:

Cdw 1

w=——=—¢gBE’ (4.42)
dav. 2
Aceasta relatie se obtine transformand energia electricd dintre armaturile condensatorului astfel:
w=ltedp ol Spg s Lo pry
2 d 2 d 2
unde am folosit definitia capacitattii electrice a condensatorului plan:
C= 8% (4.43)

si relatia dintre tensiunea electrica si intensitatea cAmpului electric dintre armaturi:

U=Ed. (4.44)

4.3. Magnetostatica
4.3.1. Campul magnetic

In spatiul din jurul unui magnet in forma de bard sau in jurul unui conductor parcurs de curent
electric existd un cdmp magnetic, care actioneaza asupra sarcinilor electrice aflate in miscare sau asupra
curentilor electrici si asupara magnetilor. Vectorul care descrie cAmpul magnetic, in mod obisnuit, este

inductia magneticd, B. O marime vectoriald proportionala cu inductia magneticd B este intensitatea

campului magnetic H , intre cele doud marimi existand relatia de proportionalitate:

B:MOMr H
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unde L si W sunt permeabilitatea magnetica a vidului si respectiv, permeabilitatea magnetica relativa a

mediului. Inductia magnetica se exprima in Tesla, [B]g, =1T .

Liniile de camp magnetic sunt /inii de camp inchise, asa cum se poate vedea in fig. 4.18.a), pentru campul
magnetic din jurul unui magnet in forma de bara, si in fig. 4.18.b) pentru un curent liniar. Observam ca
liniile de camp magnetic sunt orientate de la polul Nord la polul Sud, ca si vectorii inductie magnetica
B . Ne amintim ci liniile de cAmp electric sunt linii deschise. Acest fapt se datoreaza existentei sarcinilor
electrice pozitive si negative. Campul magnetic nu are sarcini *'monopolare’’, de aceea liniile ce camp
magnetic nu pot fi linii deschise. Asta aratd experienta si teoria, la nivelul actual al cunoasterii stiintifice.
“"Existenta monopolului magnetic'’, adicd a unui corp cu un singur pol magnetic, este confirmata de

teorii moderne, dar nu a fost incad demonstrata experimental.

NI

—— ]
] . ___'______F'-.
—

IJI

b)

Fig. 4.18. Linii de camp inchise 1n jurul:

a) unui magnet in forma de bard; b) unui curent liniar.

4.3.2. Actiunea campului magnetic asupra sarcinilor electrice in migcare

Consideram un cAmp magnetic omogen, de inductie magnetica B, in care se deplaseaza cu viteza
v un corp punctiform electrizat cu sarcina q. Forta cu care actioneazd campul magnetic asupra sarcinii
electrice este forta Lorentz:
F=q(VxB) (4.45)
unde apare produsul vectorial dintre vectorii viteza si inductie magnetica.

Modulul fortei Lorentz se calculeaza cu relatia:

F=qvBsina (4.46)

unde « este unghiul dintre directiile vectorilor B si v.
In functie de orientarea vectorului viteza in raport cu directia cAmpului magnetic putem intilni mai

multe traiectorii ale particulei electrizate:
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a) Vectorul viteza este paralel cu vectorul inductie magnetica (vezi fig. 4.19.a). In acest caz unghiul
dintre vectori este zero, iar forta Lorentz este si ea zero, deoarece sin 0 = 0. Particula nu este deviata de la
traiectoria rectilinie.

b) Viteza particulei este perpendiculara pe inductia magnetica (vezi fig. 4.19.b). In acest caz unghiul
: C : T . .
dintre cei doi vectori este o = 5 iar forta Lorentz este maxima:

F=qvB (4.46.2)

_ traiectoria
q V traiectoria

b)

traiectoria

Fig. 4.19. Traiectorii ale particulei in camp magnetic:

a) viteza paraleld cu B ; b) viteza perpendiculard pe B ; ¢) directie oarecare.

Din definitia produsului vectorial rezultd ca vectorul F este perpendicular pe planul format de
vectorii viteza si inductie magnetica. Forta Lorentz actioneaza ca o fortd de tip central, determinand ca
traiectoria particulei sd devind un cerc. Raza traiectoriei se determina din conditia mentinerii particulei pe

cerc:

2
mv

qvB = 4.47)

r
unde termenul din dreapta ecuatiei reprezinta forta centrifugd de inertie.
¢) Vectorul viteza face un unghi oarecare cu inductia magnetica (vezi fig. 4.19.c). In acest caz

viteza se descompune in doud componente, una paraleld cu liniile de cdmp magnetic, iar cealaltd
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perpendiculard pe ele. Datoritd componentei vitezei paralele cu B particula se misca rectiliniu si

uniform. Componenta perpendicularda pe Bdetermind o miscare circulara. Compunerea celor doua

migcari determind o traiectorie sub forma unei spirale.
4.3.3. Actiunea campului magnetic asupra unui conductor parcurs de curent electric

Cunoastem faptul cd asupra unui corp electrizat aflat in miscare se exercita actiunea campului
magnetic sub forma fortei Lorentz. Curentul electric constituie o migcare dirijata de sarcini electrice, de
aceea asupra conductorului aflat in cAmp magnetic se va exercita o fortd ce constituie rezultanta tuturor
fortelor Lorentz ce se manifestd asupra fiecarui purtitor liber de sarcind electricd din conductor. Un
element de conductor de lungime dl, pentru care se defineste vectorul dl (care este ales ca un vector
orientat in sensul curentului electric), se afld sub actiunea unei forte elementare de actiune din partea
campului magnetic exterior de forma produsului vectorial:

dF = 1(d1 x B) (4.48)
nimita forta lui Laplace electromagnetica.

In fig. 4.20 se poate vedea o portiune dintr-un conductor rectiliniu parcurs de curentul electric de
intensitate I si aflat intr-un cdmp magnetic de inductie B. Sa presupunem ca vectorii Bsi dl formeazi
planul foii. Atunci directia fortei elementare de actiune asupra conductorului parcurs de curentul electric
este, conform definitiei produsului vectorial, perpendiculara pe planul foii. Prin integrarea relatiei (4.48)
se obtine forta exercitatd de cdmpul magnetic asupra intregului conductor de lungime I:

F=I(I1xB) (4.48.2)

unde se considera ca vectorul 1 are directia curentului electric.

Fig. 4.20. Forta ce se exercitd In cAmp magnetic asupra curentilor electrici.
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Pentru exemplul considerat mai sus, daca directia vectorului camp magnetic,ﬁ , este perpendiculard pe
conductor, modulul fortei exercitate de campul magnetic asupra conductorului este:

F=BIl1
Daca directia vectorului inductie magnetica formeaza un unghi o cu directia curentului electric, atunci

modulul fortei Laplace electromagnetice este:

F=BIllsina

4.3.4. Campul magnetic creat de curentii electrici

In subparagraful 4.1.1 am considerat efectul cAmpului electromagnetic asupra sarcinilor electrice
in miscare, scriind forta lui Lorentz. In paragraful 4.2 am vazut ca sarcinile electrice, chiar fixe fiind,
creaza campuri electrice in jurul lor. Este natural sa ne punem intrebarea daca nu cumva se creaza si
campuri magnetice in jurul sarcinilor electrice. Experienta demonstreazd cd numai sarcinile electrice
aflate in miscare creaza campuri magnetice. O sarcina electrica aflata in miscare fata de un observator fix,
produce in jurul ei un cdmp magnetic cu linii de camp de forma unor cercuri in plane perpendiculare pe
vectorul viteza, cu centrele aflate pe o dreapta ce trece prin acest vector. Cunoastem faptul ca un curent
electric este o miscare dirijata de sarcini electrice. Inseamna ¢ in jurul conductorilor parcursi de curent
electric se creaza campuri magnetice produse de insumarea tuturor campurilor magnetice elemetare
generate in jurul sarcinilor electrice.

a) In jurul unui conductor liniar parcurs de un curent electric de intensitate I, se manifesti un
camp magnetic cu linii de camp inchise, asa cum se poate vedea in fig. 4.21. Intensitatea campului
magnetic creat la distanta r de conductor este:

H= I
2mr

(4.49)

Expresia (4.49) reprezinta legea Biot-Savart.

Fig. 4.21. Campul magnetic creat de un curent liniar.
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Daca un curent electric strabate un conductor de o forma oarecare, asa cum se vede in fig. 4.22,
campul magentic este suma vectoriald a tuturor campurilor magnetice create de fiecare portiune

elementara a conductorului. Intensitatea infinitezimald a campului magnetic creat de un element de

lunigime dl, la distanta r de el, este:

dﬁ:Ldlter
4t r

(4.50)

unde € este versorul ce descrie directia vectorului de pozitie T .
Expresia (4.50) se numeste legea Biot-Savart-Laplace. Modulul vectorului intensitate a cdmpului
magnetic este:

JH :Ldl 512n(p
4t

Daca dorim sa exprimam inductia magnetica a campului creat in spatii unde existd materie,

trebuie sa tinem seama de relatia dintre intensitatea si inductia campului magnetic:

Bzuﬁ
unde p reprezintd permeabilitatea magneticda a mediului, @ = Yo W Mo reprezintd permeabilitatea
magneticd a vidului, po = 4 © 107 Wb /Am, iar p, reprezinti permeabilitatea magnetica relativd a
mediului.

Pentru a determina campul magnetic al intregului circuit, se integreaza relatia (4.50) pe lungimea
1. Calculele efectuate in cazurile cu circuite electrice de forme complicate sunt dificile, dar noi vom da

numai rezultatele integrarii pentru cateva cazuri de circuite simple, aflate in vid.

Fig. 4.22. Campul magnetic creat de un curent de o forma oarecare.

b) Un curent electric de forma unei spire plane circulare, de raza r, creaza un camp magnetic in

centrul spirei avand vectorul inductie magnetica perpendicular pe planul spirei (vezi fig. 4.23):
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I
B=pH=p,—— (4.51)
2r

¢) In cazul in care avem o multime N de spire circulare de lungime 1, cu o densitate de spire pe
unitatea de lungime n = N/l cAmpul magnetic creat pe axa de simetrie este:

B=p, (4.52)
21

Daca in spatiul care inchide circuitul electric se afla substanta, atunci formulele de mai sus vor contine

permeabilitatea magnetica a mediului respectiv.

nall

Fig. 4.23. Campul magnetic creat de o spira circulara.

Inductia magnetica a Pamdéntului.

Substantele care alcatuiesc Pamantul creaza in spatiul cosmic din jurul planetei noastre un camp
magnetic echivalent cu campul din exteriorul unei sfere uniform magnetizate (vezi fig. 4.24). Pamantul
are o axd a polilor magnetici, care in epoca geologicd actuald formeaza un unghi de aproximativ 15° cu
axa poliilor geografici. Intocmai ca la un magnet in forma de bara, liniile de cAmp magnetic terestru ies
din puncte de pe emisfera magnetica sudica si intrd in puncte de pe emisfera nordicd. Din acest motiv,
polii magnetici constituie acele puncte de pe suprafata Pamantului din care liniile de cdmp magnetic sunt

verticale.
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Fig. 4.24. Campul magnetic terestru.

4.3.5. Legea lui Gauss pentru magnetism

Fluxul magnetic printr-o suprafata este definit ca produsul scalar dintre vectorul inductie magnetica
si versorul normal la suprafata, multiplicat prin aria suprafetei considerate. Daca inductia magnetica nu
este constantd pe suprafata consideratd, aceastd suprafatad se imparte 1n suprafete infinitezimale, dS, astfel
incat vectorul inductie magnetica sa fie constant pe aria dS. Atunci fluxul magnetic total este integrala

fuxurilor elementare prooduse prin ariile dS:

®, =[d®, =[BdS (4.53)
S S

unde vectorul dS este obtinut prin imnultirea ariei dS cu versorul normal la ea.

Séa considerdm o suprafatd inchisd S in jurul magnetului in forma de bara din fig. 4.25.
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Fig.4.25. Suprafata sferica in jurul magnetului in forma de bara.

Observam cd numarul liniilor de cdmp care intra in suprafata S este egal cu numarul liniilor de
camp care ies din S, deci fluxul magnetic prin suprafata inchisd S este nul. Aceasta constatare nu este
valabild numai pentru cAmpul magnetic considerat, ci este o proprietate generald a cimpului magnetic,
indiferent de structura surselor de camp magnetic sau de forma suprafetei considerate.

Fluxul magnetic este nul printr-o suprafatd inchisa datorita faptului ca liniile de cdmp magnetic
sunt linii inchise. Astfel, oricate linii de camp intra intr-o suprafatd inchisa tot atatea si ies din ea. Aceasta

constituie legea lui Gauss pentru magnetism:

fBdS=0 (4.54)

S

Utilizand teorema Gauss-Ostrogradski, obtinem:

BdS=([VBdv=0 (4.55)
joas-|

ceea ce revine la forma locala a legii lui Gauss:
VB=0 (4.56)

Relatia (4.56) constituie, in acelasi timp, cea de-a doua ecuatie a lui Maxwell.

Semnificatia fizicd a relatiilor (4.54) si (4.56) este mult mai profunda decat faptul strict matematic
ca divergenta cAmpului magnetic este nula. Intr-adevar, divergenta unui vector de camp este nuli daca
acel camp nu are surse punctuale (de tip "sarcind electrica de un semn"). Pana in zilele noastre nu s-a
putut pune in evidentd existenta fizicA a monopolului magnetic, care ar reprezenta, de exemplu,
posibilitatea existentei de sine statatoare si independente a polului Nord fata de polul Sud al unui magnet
permanent. Desi teoria cuantica prevede inca din 1930 existenta monoplolului magnetic, acesta nu a putut

fi pus in evidenta, pana in prezent. Nu putem realiza inca nici o combinatie de magneti permanenti si de
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curenti electrici care sa genereze un camp magnetic radial cu linii de camp deschise, asemanator

campului electrostatic creat de o sarcina electrica punctiforma.

4.3.6. Interactiunea dintre doi curentii paraleli

Se constatd experimental ca intre doi conductori liniari, practic infinit de lungi, paraleli intre ei si
parcursi de curentii electrici de intensitati I; si I, , se manifestd o fortd de interactiune ce depinde de
distanta dintre ei. Forta de interactiune dintre cei doi conductori este de atractie daca cei doi curenti sunt
de acelasi sens, asa cum se poate vedea in fig.4.26. Daca cei doi curenti sunt de sens contrar, forta este de
respingere. Cauza acestei forte de interactiune este faptul ca fiecare curent electric genereaza in jurul sau
un cAmp magnetic. In consecinti, fiecare cAmp magnetic actioneazi asupra celuilalt conductor parcurs de
curent electric.

Pe cale exeprimentald, Ampére a stabilt valoarea fortei de interactiune dintre cei doi conductori,
paraleli de lungime infinitd, pe o portiune de lungime comuna I:

I, 1,

F=p—-2] 4.57
Sy (4.57)

unde g =ty i,

Fig.4.25. Forta de interactiune dintre doi curenti paraleli de acelasi sens.

Relatia (4.57) este utilizata pentru definitia unitdtii de intensitate a curentului electric, [I] s =1
Ampere. 1 A reprezintd intensitatea unui curentul electric constant care, dacd circuld prin doua
conductoare electrice paralele de lungime infinitd, situate in vid la distanta de un metru unul de altul,
determini ca forta de interactiune dintre ele si fie de 2 10 7 Newtoni pe fiecare metru de lungime

comuna.
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4.3.7. Legea circuitului magnetic

Se considerd un mediu omogen (x = constant) in care se afld un contur plan ce inconjoara un
conductor foarte lung parcurs de curent electric cu intensitatea [ (vezi fig.4.27). Acest curent electric
creaza in jurul sau, la distanta r de el, un cAmp magnetic de intensitate H .

Ampere a calculat circulatia vectorului intensitate a campului magnetic, H, pe conturul (C), camp
magnetic produs de curentul electric din circuit, scriind astfel legea circuitului magnetic. Aceasta lege
afirmd ca: vectorul intensitate a campului magnetic are circulatia pe un contur inchis egala cu

intensitatea curentului electric:

frdl =1 (4.58)

Fig.4.27. Circulatia vectorului H produs de un curent liniar infinit lung, I.

In cazul in care conturul (C) nu incojoara complet curentul, circulatia lui H este zero pe acest
contur. Acesta este si cazul din fig.4.27.
Introducem vectorul densitate de curent electric, ] , prin definitia:

dl

-4 4.59
I=4s (4.59)

Densitatea de curent electric este un vector orientat normal la suprafata considerata, in sensul in
care circuld curentul electric. Intensitatea curentului electric se determina prin operatia de integrare pe

suprafata a densitatii de curent:

I= j jdS (4.60)
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Folosind formula lui Stokes, transformam integarala de linie intr-o integrald de suprafata (aceasta

suprafata sprijinindu-se pe conturul considerat). Obtinem astfel o alta forma a legii circuitului magnetic:

§Hﬂzjﬁvxﬁm§ (4.61)
© Sc
unde V x H reprezinti rotorul vectorului H . Inlocuim in (4.58) relatiile (4.60) si (4.61) si obtinem:
§HdT = [[(VxH)dS =1= [[jdS (4.61)
© Sc. Se.

Cantitatile de sub integralele de suprafata sunt egale, adica putem scrie:
VxH=] (4.62)
Daca se exprima relatia anterioara utilizand inductia magnetica, se obtine:
VxB=p]j (4.63)
Ultimele doui relatii constituie forma locala a legii lui Ampére. In acelasi timp, ele constituie o

parte a ecuatiei a treia a lui Maxwell.

Operatia de rotor. Prin definitie, roforul unui vector se obtine prin operatia:

i j k

otA=vxA=| 2 2 2 (4.64)
ox Oy o0z
H, H, H,

unde H,, H, si H, sunt componenetele vectorului H .
Vectorul rot H=VxH intr-un punct reprezintd un vector perpendicular pe planul ce trece prin

punctul considerat. Marimea lui este egala cu valoarea limita a circulatiei pe unitatea de arie a planului
din jurul punctului considerat.

Semnificatia fizica a rotorului. Asa cum am vazut in subparagraful 4.2.4., divergenta unui vector

: : L : : o B .
reprezintd viteza de variatie a componentei vectorului pe directia sa (de exemplu Gxx ). In ceea ce

priveste rotorul, acesta reprezintd "viteze de variatie" a componentei vectorului in directie transversala

(de exemplu, vitezele de variatie ale componenetei By , dupa directiile y si z ).
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4.3.8. Inductia electromagnetica. Legea Faraday

In anul 1831 Faraday descoperi pe cale experimental fenomenul de inductie electromagnetica.
Astfel, el constata ca un flux magnetic variabil prin suprafata formata de o bucld de conductor determina
aparitia unei tensiuni electromotoare 1n bucla conductoare. Tensiunea electromotoare ce apare in bucla se
numeste tensiune electromotoare indusd. Aparitia unui curent electric, numit curent indus, prin bucla
poate fi pusa in evidentd prin instalarea unui ampermetru in circuitul buclei, asa cum se poate vedea in
fig. 4.28. Cand magnetul se misca, ampermetrul indica trecerea unui curent electric.

Fenomenul de aparitie a tensiunii electromotoare induse printr-un circuit inchis prin a carui suprafata se
produce un flux magnetic variabil, se numeste inductie electromagneticad.

Inductia electromagnetica este fenomenul general de aparitie a unui camp electric in regiunea din
spatiu in care se manifestd un flux magnetic variabil. Acest fenomen nu este legat de prezenta unui
conductor sau a unui circuit electric. Campul electric indus apare oriunde se manifestd fluxul magnetic

variabil (chiar si n vid, unde sarcinile electrice lipsesc).

N

\@%A

Fig. 4.28. In timpul miscarii magentului ampermetrul

indica trecerea unui curent electric.

Prin definitie, fluxul magnetic reprezinta produsul scalar dintre vectorul inductie magnetica si

vectorul S =Sii, unde #i este versorul normal la suprafati:

® = BS =BScosa (4.65)
Faraday a observat ca tensiunea electromotoare indusa creste cand viteza de variatie a fluxului magnetic

creste si a enuntat legea inductiei electromagnetice in felul urmator:

Tensiunea electromotoare indusd intr-un contur (C) este egald cu viteza de variatie a fluxului

printr-o suprafatd deschisa ce se sprijina pe (C) si este de sens opus acestei variatii.
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oo d® __dBS (4.66)
dt dt

Semnul (-) este determinat de faptul ca intotdeauna sensul tensiunii induse este astfel incat, prin
campul magnetic pe care-1 genereaza la randul sdu, sa se opuna sensului de variatie al fluxului magnetic
inductor (Legea Iui Lenz).

In cazurile cele mai generale fluxul magnetic se calculeaza prin integrarea fluxurilor elementare

produse prin arii infinitezimale dS, prin care inductia magnetica poate fi considerata constanta.

d® = BdS = BcosadS (4.67)
Fig. 4.29 ilustreaza un contur (C) si o suprafatd oarecare deschisa, S, ce se sprijind pe acesta. Suprafata a

fost impartita 1n arii infinitezimale, dS.

_— B

5 deschisa

(C)

Fig. 4.29. Fluxul magnetic variabil si cAmpul electric indus de acesta.

Tensiunea electromotoare indusa este, pe de altd parte, egald cu circulatia vectorului intensitate a

campului electric:

e= §E di (4.68)
(€)

unde d1 este un vector infinitezimal mic in lungul conturului (C).

Fluxul magnetic prin suprafata S este dat de integrarea relatiei (4.67) pe toata suprafata:

® = [[do = [[BdS (4.69)

Daca folosim teorema lui Stokes, putem tansforma integrala de linie datd de (4.68) intr-o

integrala de suprafati din rotorul intensititii cAmpului electric, E:
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e= §E dT:”(VxE)dﬁ (4.70)

(©)

Tensiunea electromotoare indusé este egala cu derivata la timp a fluxului magnetic, dat de (4.69):

e:—%z—g(jjﬁd§}—jj%d§ 471

unde am trecut la derivate partiale deoarece marimile implicate pot depinde si de coordonate.

Astfel, relatiile (4.70) si (4.71) se referda al tensiunea electromotoare indusd si, de aceea,

cantitatile de sub integralele de suprafata sunt egale:

- B
VxE = _B (4.72)
ot
Am obtinut astfel, o altd forma a legii inductiei electromagnetice, numitad si forma locald, si, in acelasi

timp, cea de-a patra ecuatie a lui Maxwell.

Un exemplu de inductie electromagnetica este cel din cazul circuitului cu arie variabila, aflat in

camp magnetic constant, asa cum se poate vedea in fig. 4.30.a). Cadrul conductor dreptunghiular, cu o

laturd mobila, se afld intr-un cAmp magnetic de inductie B. Latura mobila are lungimea 1, iar campul
magnetic este perpendicular pe suprafata cadrului si este constant. Viteza de migcare a laturii | este
constanta. Aria aflatd In cAmp magnetic creste (sau scade) pe masura ce latura mobila se deplaseaza, deci

fluxul magnetic prin suprafata inchisa de cadru este variabil in timp.

p Br
R
®
|< BB > R B, ——
v —
a) b)

Fig. 4.30. Inductie electromagnetica intr-un cadru dreptunghiular cu o latura mobila.

Circuitul este echivalent celui din fig. 4.30.b), deoarece in el se induce o tensiune electromotoare

datorita variatiei fluxului magnetic:
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®=BS=BS=Blvt (4.73)

deoarece am presupus cd la t = 0 latura mobila era lipita de rezistenta.

_do _ d(BIvt) _

-Blv 4.74
dt dt 4-74)

Observam ca datorita curentului electric indus in circuit, apare un camp magnetic indus, B., si care este

de sens opus campului magnetic inductor, B.

Autoinductia. Fenomenul de inductie electromagnetica intr-o bobind datoritd variatiei curentului
electric ce o strabate se numeste autoinductie. Sa considerdm o bobind prin care trece un curent variabil
in timp, i = f( t ), ca in fig. 4.31. Tensiunea ce apare la capetele bobinei, datorita variatiei curentului

electric prin ea, este de forma:

do _ | di

e=———=-L— 4.75
dt dt (4-75)
unde L este inductanta bobinei si care este egala cu:
2
L=p NS (4.76)

unde N este numarul de spire, | este lungimea, iar S este sectiunea bobinei.

[

Fig. 4.31. Bobina parcursa de un curent variabil, i=1f(t).

Orice circuit electric poate fi caracterizat prin marimea numitd inductanta proprie. Inductanta
unui circuit depinde de marimea circuitului, de forma, de numarul de spire si de proprietatile magnetice

ale mediului in care se manifestd campul magnetic. De exemplu, inductanta unui solenoid poate fi mult
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mai mare decit cea corespunzatoare vidului, prin introducerea unui miez de fier, care are o permeabilitate

magnetica relativa g .= 700.

4.3.9. Energia campului magnetic

Consideram un circuit electric, ca in fig. 4.32, ce contine o bobind, cu inductanta L, si o sursd de

tensiune electromotoare constantd, E. La inchiderea circuitului, Intr-un timp scurt intensitatea curentului

creste de la valoarea zero la valoarea sa maxima.

Fig. 4.32. Circuit electric cu bobina.

In acest interval de timp existd o variatie a fluxului magnetic din bobini, ® =L i. Apare deci o

tensiune electromotoare autoindusd in bobind, datd de relatia (4.75). Tensiunea la bornele bobinei

devine:

U=-e=L— 4.77
10 (4.77)

Sursa exterioara furnizeaza o putere P = U i, care in intervalul de timp dt creste curentul cu di.

Cresterea de energie este:
dW=Pdt=Uidt=iL%dt=Lidi (4.78)
Energia totala furnizatd de sursa, pentru a creste curentul de la zero pana la valoarea maxima I, este:

1
|
w:ledl:—LI2 (4.79)
0 2
Aceastd energie este ilnmagazinatd in cdmpul magnetic din bobina. Inductia cdmpului magnetic

din bobina este:

B= u% (4.80)

de unde rezulta ca intensitatea curentului electric din bobina este:
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_BL

[=
puN

(4.81)

Substituim intensitatea curentului electric din relatia (4.81) in (4.79) si obtinem energia campului
magnetic din bobina:
1 B?

W=——SI (4.82)
2

Densitatea de energie magnetica reprezinta cantitatea de energie din unitatea de volum:

w =

2
woie s

deorece volumul bobinei este V=S 1.

Daca utilizdm intensitatea campului magnetic, obtinem pentru densitatea de energie magnetica
expresia:

W %u H2 (4.84)

Observam cd densitatea de energie din cAmpul magnetic este echivalenta densitatii de energie din

campul electrostatic, data de relatia (4.42).
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4.3.10. Curenti de conductie si curenti de deplasare

Sa condideram un condensator plan cu arméturile in vid, care a fost incarcat cu sarcini electrice de
la o sursa exterioard, aga cum se poate vedea in fig. 4.33. Apoi condensatorul se descarca pe o rezistenta
electrica. Electronii se deplaseazd prin conductorii de legédturd spre cealaltdi armaturd, unde se
neutralizeaza cu sarcinile electrice de semn opus, crednd curentul de conductie, de intensitate I..
Reamintim ca, prin conventie, sensul curentului electric este cel care ar corespunde deplasarii sarcinilor

electrice pozitive. Din acestd cauzd campul electric din interiorul condesatorului scade in timp, astfel

incat dupa descarcarea condesatorului E =0. Putem defini aceasta scidere printr-o derivatd partiald la
NP . e OE : . ,
timp a intensitatii campului electric diferitd de zero, 2 # 0. Apare, din acest motiv, un curent electric,

numit curent de deplasare, a carui existentd nu se datoreaza circulatiei sarcinilor electrice, ci variatiei
intensitatii campului electric la timp.
Densitatea curentului de deplasare este data de relatia lui Maxwell, in asa fel incat curentul care

iese din fiecare armatura sa fie egal cu cel care intra in ea:

= OE
=g,— 4.85
Ja P ( )
In felul acesta s-a pus in evidentd un curent ce se propaga.si prin vid, curent observat pentru prima

data de catre James Clerk Maxwell.

B e T e TN Pl PN
-|T|- E +|}]+ fﬁ PadaaN \1
: —h+ + I(I: F\_i l{
= + +
_T _md . L+ —||+ - -
ch’ - + d-l Ic i
} l_ . T " C Ii'— | = = —dlll:
- E - -
- L —h: * R Id
S =
- 1- + |+ A oy
- . 1.:\1{%_@-/7]‘
\H‘_IE_&__/

Fig. 4.33. Descarcarea condensatorului intr-un circuit electric:

I - curent de conductie, I4- curent de deplasare.

116



Maxwell este autorul renumitului termen suplimentar din ecuatia locald a lui Ampére (4.63), care

devine, in forma sa generalizata:

VxB=p,j, +& 2—? (4.86)

In aceasta forma, relatia (4.86) constituie ultima ecuatie din sistemul de patru ecuatii ale lui
Maxwell pentru electromagnetism.

Intensitatea curentului de deplasare se determina prin integrarea relatiei (4.85). Daca mediul de
propagare nu este vidul, atunci atit in definitia (4.85) cat si 1n ecuatia (4.86) a lui Maxwell, se foloseste
Maxwell nu constituie un artificiu de calcul pentru cazul in care nu exista sarcini electrice de conductie.
Curentii de deplasare genereaza si ei campuri magnetice in jurul lor, in acelasi mod ca si curentii de
conductie. De exemplu, intre armaturile condensatorului considerat in fig. 4.33. curentul de deplasare

genereaza un camp magnetic.

4.4. Unde electromagnetice

Analiza campurilor electrice si magnetice, efectuata in paragrafele anterioare ale acestui capitol, a
presupus ca acestea nu variazd 1n timp. Astfel, aceste campuri, numite camp electrostatic si
magnetostatic, sunt variabile in spatiu, dar sunt constante in timp. In cazul unor distributii de sarcini
electrice variabile in timp si a unor curenti electrici variabili in timp, nu mai este posibil sd tratim
campurile generate de sarcinile electrice si de curentii elecrici in mod independent. in spatiul din
vecindtatea unui camp electric variabil in timp ia nastere un cAmp magnetic variabil in timp, asa cum se
intampla la incdrcarea sau descarcarea unui condensator, de exemplu. in mod similar, un camp magnetic
variabil 1n timp se comporta ca o sursd de camp electric, aga cum de intdmpla in fenomenul de inductie
electromagnetica. Ansamblul de campuri electrice si magnetice, ce se genereaza reciproc in timp se
numeste camp electromagnetic.

Propagarea unui ansamblu de variatii ale campurilor electric si magnetic genereazd o undda
electromagnetica.

Unda electromagnetica transporta energia electromagnetica in spatiu cu viteza finitd si constanta.

Undele electromagnetice sunt unde transversale, adica propagarea campurilor electric §i magnetic se face
in asa fel incat vectorii E si B sunt perpendiculari unul pe celilalt si perpendiculari pe directia de

propagare a undelor. Functiile de unda ale undei electromagnetice sunt vectorii E si B, care sunt
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dependenti de coordonate si de timp. In continuare vom folosi toate proprietatile undelor elastice, care se
aplica si undelor electromagnetice.
Viteza cu care se propagi undele electromagnetice este finitd si constanti. In vid, viteza de

propagare a undelor electromagnetice este:

S :310”% (4.87)

VEoHo

unde & si 1y sunt permitivitatea dielectrica si, respectiv, permeabilitatea magnetica ale vidului. Aceasta
constituie viteza luminii in vid, viteza neegalata de nici un corp fizic.
Daca propagarea undei se face intr-un alt mediu decat vidul, viteza de propagare a undei se

reduce, conform relatiei:

v 1 __¢c _c
\/Sogruour \/Srur n

(4.88)

unde &, reprezinta permitivitatea dielectrica relativa, 4 este permeabilitatea magnetica relativa, iar n este
indicele de refractie al mediului de propagare. Indicele de refractie al mediului de propagare, n,
reprezintd numadrul ce indicd de cite ori se reduce viteza undelor electromagnetice in mediul respectiv,

fata de viteza lor din vid.

Spectrul undelor electromagnetice. Undele electromagnetice se intind pe un domeniu de lungimi
de unda foarte extins, de la lungimi de unda mai mici decét 10" m, pana la valori ale lungimii de unda de
peste 10° m. In diagrama 4.1 sunt prezentate domeniile de lungimi de unda ale undelor electromagnetice.

In realitate spectrul undelor electromagnetice nu are limite cunoscute, nici inferioare, nici
superioare. Asa cum se poate vedea in diagrama de mai jos, sectorul ingust de lungimi de unda din

intervalul A €[350, 750]10”° m formeaza domeniul vizibil pentru ochiul uman. Acest sector al spectrului

undelor electromagnetice este reprezentativ pentru ceea ce numim /umind.

Toate corpurile emit radiatii electromagnetice, ca urmare a miscarii termice a moleculelor lor. Aceasta
radiatie este numita radiatie termica. Un corp cu temperatura de 300 K (0° C = 273 K) emite radiatie
electromagnetica infrarosie, invizibila pentru ochiul uman. La temperaturi ridicate, corpurile emit radiatii
ce au componente din domeniul de lungimi de unda ale sectorului vizibil. Cu cat temperatura lor creste,
cu atat sursele de radiatie devin mai stralucitoare, emitdnd unde electromagnetice din domeniul vizibil,

catre ultraviolet.
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Diagrama 4.1. Spectrul undelor electromagnetice
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Astfel, putem afirma ca sursele naturale de radiatii electromagnetice emit unde electromagnetice

formate din suprapunerea unor radiatii monocromatice. Lumina alba este rezultatul suprapunerii undelor

luminoase avand lungimi de unda cuprinse intre A, = 350 nm (unda monocromatica corespunzatoare

culorii violet) si A ;= 750 nm (unda moncromatica corespunzatore culorii rosu).
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4.4.1. Unde armnonice progresive

Undele armonice sau sinusoidale sunt unele dintre cele mai raspandite tipuri de unde

electromagnetice, ele fiind foarte asemanitoare undelor elastice. In orice punct din spatiu vectorii E si

B sunt functii sinusoidale de timp, iar in orice moment de timp, vectorii sunt, de asemenea, functii

sinusoidale de coordonate.
Consideram o unda electromagneticd monocromaticd armonicd progresiva liniar polarizata ce se

propaga in vid, in lungul axei Oz (vezi fig. 4.34.). In sursa undei functiile ei de unda sunt de forma:

E=E,sinot
- (4.89)
B =B, sinot

Atunci, intr-un punct situat la distanta z de sursa, functiile de unda sunt de forma:

(4.90)

unde am folosit relatiile deduse in capitolul 3 pentru cazul undelor elastice.

In fig. 4.34 se poate vedea variatia armonica a vectorilor Esi B in spatiu, la un moment dat de
timp. Putem afirma ca aceasta figura s-ar putea vedea daca unda ar fi "fotografiatd" cu un aparat care

surprinde vectorii de unda la un moment precis. Astfel, cei doi vectori variaza in faza, atingdnd simultan

valorile maxime sau minime. Intr-un punct de pe axa de propagare si la un moment dat, vectorii Esi B

indeplinesc conditia:

E=cB (4.91)
Se poate observa ca vectorii sunt perpendiculari intre ei si perpendiculari pe directia de propagare

aundei. Unda electromagnetica este liniar polarizata deoarece fiecare vector al cdmpului vibreaza intr-o

singurd directie. Frontul de unda este plan, fiind format din planul vectorilor Esi B.
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Fig. 4.34. Unda pland monocromatica liniar polarizata.

Frecventa, v, lungimea de unda, A, si viteza de propagare, ¢, sunt legate intre ele prin relatia:

c
A=cT=—
\Y%

Reamintim ca altd marime importantd pentru caracterizarea undelor este numdarul de unda, k,

definit prin relatia:

_n
A

k

Numarul de unda, k, este un vector orientat in sensul propagarii undei.
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4.4.2. Energia undelor electromagnetice

Energia electromagnetica constituie suma energiilor electrica si magnetica.

Densitatea de energie electromagneticd. w, transportatd de unda reprezintd suma densitatilor de

energie electrica si magnetica:

w:l g,E? +LH2 (4.92)
0
2 Mo

Fluxul de energie transportatd de unda electromagneticad reprezintd cantitatea de energie
electromagnetica ce traverseaza unitatea de suprafatd normala la directia de propagare in unitatea de timp.

Acest flux de energie electromagnetica este descris de vectorul lui Poynting:

S=—(ExB)=ExH (4.93)

Vectorul Vectorul Poynting este normal pe planul format de vectorii E si B si are directia de propagare
a undei electromagnetice.

Modulul vectorului Poynting se determina tinand cont de relatia (4.91) si de faptul ca vectorii

E si B sunt perpendiculari intre ei:

S- /fl_oEz (4.94)
0

Avand in vedere cd intr-o unda liniar polarizatd vectorii de camp vibreaza fiecare pe cite o

directie si utilizand notatiile din fig.4.34, transformam functiile de unda date de relatia (4.90) sub forma:
(4.95)

Ne propunem sa calculam densitatea de energie a unei unde monocromatice liniar polarizate, ale

carei functiile de unda sunt date de (4.90). Substituim (4.90) in (4.92) si obtinem:
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w= l[s,OE2 +LBZJ = l(soEg sin’ (ot — kz) +LB§ sin’ (wt —kz)j
2 Mo 2 Mo

Folosind relatia (4.91) obtinem expresia:

1 . 1 E; . 1, . 11
w=—| g,E; sin’ (ot —kz) + ——;’smz(mt ~kz) |==E_sin’ (ot —kz)| g, + ——
2 Ho € 2 0
Utilizam definitia vitezei undelor electromagnetice in vid si calculam densitatea de energie
electromagnetica:

w= %Eé sin” (ot — kz)[g0 + o€, Lj =¢,E; sin’ (ot — kz) (4.96)

Ko

Calculam fluxul de energie electromagnetica, folosind definitia vectorului Poynting, si obtinem,

pentru undele electromagnetice monocromatice liniar polariate:

S= L(]:Z X B)z L[E0 sin(ot —kz)B,, sin(mt — kz)] = LEﬁ lsinz(oat —kz)
Ko Mo H, ¢

Transformam relatia anterioara si obtinem expresia vectorului Poynting al undei electromagnetice

monocromatice liniar polariate:

S= 2il E(Z) Sinz((,l)t —kZ) =§,¢C E(z) Sinz((ﬂt _ kZ) =w¢ (497)
0

Sa observam faptul ca fluxul de energie electromagnetica este egal cu produsul densitatii de

energie cu viteza undelor electromagnetice.
4.4.3 .Unde sferice

In medii omogene si izotrope unda electromagnetica se propaga in toate directiile in jurul sursei.

Pentru distante mari fata de sursa se poate considera ca dimensiunile sursei sunt neglijabile, deci ca sursa
este punctiformd. Dacad notdm cu ¥ vectorul de unda al undelor sferice, adica unul din vectorii E sau

B, atunci ecuatia undei sferice are forma:

¥ (r,t) = Aeilr-on (4.98)
T

123



unde A este amplitudinea undei in sursa, iar r este distanta la care este exprimata functia de unda. Astfel,
datoritd faptului ca amplitudinea undelor sferice scade cu distanta de la sursa, putem vorbi de o
amortizare a undelor sferice cu distanta, r.

Undele ce se propaga din surse punctiforme sunt unde sferice, au suprafetele de unda de forma

sferica centrate in punctul unde este sursa, iar frontul undei este tot o sfera.

4.4.4. Teoria electromagnetica macroscopica a luminii

Lumina vizibild este acel domeniu al spectrului undelor electromagnetice din intervalul de
lungimi de undd A €[350, 750]nm. in fenomene precum interferenta, difractia, reflexia si refractia,
dispersia, absorbtia §i polarizarea undelor luminoase se poate vorbi de caracterul ondulatoriu al undelor
electromagnetice. Aceste fenomene sunt descrise de teoria macroscopica a luminii.

Undele electromagnetice formeaza numai una din formele de manifestare a interactiunilor
electromagnetice. La scard microscopicd, intre atomi de exemplu, interactiunile electromagnetice se
prezintd sub o forma speciald, corpusculard. Numim fofoni particulele (corpusculii) care realizeaza
interactiunile, la nivel atomic sau subatomic. Fenomene precum sunt efectul fotoelectric, efectul
Compton, radiatia termica, interactiunile cu atomii, nucleele sau particulele elementare vor fi analizate
in capitolul urmitor, utilizind ipoteza corpusculard asupra luminii (Mecanica cuanticd). In continuare

vom analiza cateva aspecte relevante ale teoriei macroscopice a luminii.

1. Interferenta luminii

Interferenta este fenomenul general al suprapunerii undelor in spatiu. In anumite conditii
rezultatul interferentei este o unda stationara, caracterizatd de maxime i minime de interferentda. Conditia
necesard pentru interferentd este ca undele sd fie coerente. Acest aspect se refera la diferenta de faza
dintre undele care interfera: pentru ca doua unde sa fie coerente, diferenta lor de faza trebuie sa fie
independentd de timp.

Dispozitivul Iui Young. Intr-un paravan vertical sunt practicate doua deschideri, asezate simetric
fatd de o axa de simetrie, SO. S constituie sursa punctiformd a unei unde electromagnetice
monocromatice sferice, asa cum se poate vedea in fig. 4.35. Deschiderile din paravan formeaza doua
surse secundare de lumina, ce se propaga de partea cealalta a acestui paravan. Distanta dintre sursele S; si
S, este 2I. Deoarece apartin aceluiasi front de unda, sursele S; si S, sunt surse coerente, de aceea emit
unde de aceeasi amplitudine si care sunt in fazd. Pe un ecran vertical, situat la distanta D, se formeaza o
unda stationard, ce se prezintd sub forma unei figuri de interferentd. Undele emise de cele doud surse
parcurg distante diferite, r; si 15, pana in punctul P, de aceea ele vor avea faze diferite in P. In punctul P

functiile de unda ale celor doud unde sunt:
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E, (r,t) = E, sin(ot — kr,) (4.99.2)
E,(r,t) = E, sin(ot —kr,) (4.99.b)

Diferenta de fazd in P dintre cele doud unde este:

A(pz%(rz -1) (4.100)
y
r P
31 ! ==

/ o 2 Qﬂ
5 > —— I
W 0 mazm
52 AT >\ - -. central
triasitT

Fig. 4.35. Dispozitivul lui Young.

Rezultatul suprapunerii celor doud unde in punctele de pe ecran genereazd o unda stationara, al

carei vector de unda este de forma:
k(r, — k
E,_ =2E, cos(%j sin(cot - (rZT”I)] (4.101)

Amplitudinea undei rezultante din punctul P este:
E_ =2E, cos(@j (4.102)

Dupd cum observam, amplitudinea undei rezultante depinde de diferenta de drum, Ar=r, —1, , deci

depinde de diferenta de faza, data de relatia (4.100).
Astfel, unda rezultantd este modulatd in amplitudine, in diferite puncte de pe ecran obtinandu-se
maxime sau minime de interferenta:

a). In punctele de pe ecran in care se intalnesc unde a caror diferentd de drum are astfel de valori
incat diferenta de faza devine:

2
A(pz%t(r2 ~1,)=0,m, 2n§

se va obtine un maxim de interferentd, deoarece 1n aceste puncte are loc relatia:
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k(r. —

cos k0 cos(2n =) =1.
2 2

Amplitudiena devine E,., = 2 E,. Daca diferenta de faza dintre undele care interferd este un

multiplu par de n/2, atunci diferenta de drum dintre cele doua unde este:
A
Ar=r1, -1, :2n5 (4.103)

Relatia (4.103) se numeste conditia de maxim de interferentd. in punctele de maxim de interferenta
se obtine o unda luminoasa cu intensitatea l..,= 4 Io.

b). In punctele de pe ecran in care se intalnesc unde a céror diferentd de drum are astfel de valori

incat diferenta de faza devine:

2

A@ rz—rl): ,-'~,(2n+l)g

T
2
se va obtine un minim de interferentd deoarece, in acest caz, are loc relatia:

cos M =cos(2n +1)E =0.
2 2

Amplitudiena devine E,., = 0. Daca diferenta de fazd dintre cele doud unde care interferd este un

multiplu impar de m/2, atunci diferenta de drum dintre cele doud unde este:

Ar=r, -1, :(2n+1)% (4.104)

Relatia (4.104) se numeste conditia de minim de interferenta. In punctele de  minim de
interferentd de pe ecran se obtine o anihilare a undelor, I,.,= 0, adica Intuneric.
Pe ecran se obtine o succesiune de maxime si minime de interferentd, numite franje de

interferentd. Distanta dintre doud maximede interferenta se numeste interfranja.

I1. Difractia luminii

Termenul de difractie se aplica fenomenelor in care ne intereseaza efectul rezultant produs de o
portiune limitatd a frontului de unda. Din punct de vedere fizic nu existd nici o deosebire intre
interferenta si difractie.

Principiul lui Huygens. Sursa punctiformd S produce in punctul M acelasi efect ca o repartitie
uniforma de surse elementare, punctiforme, S;, S,, ..., Sy, .., dispuse pe suprafata frontului de unda.
Undele elementare sferice vor da prin interferentd o unda rezultanta ce ajunge in punctul M. in fig. 4.36

se poate vedea frontul pe care se afld sursele elementare si noul front al undei, in punctul M.
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Fig. 4.36. Principiul lui Huygens.

Atunci cand in calea undei luminoase se afld obstacole, deschideri sau paravane, vorbim de
fenomenul de difractie a luminii. Prin difractie se intelege fenomenul de schimbare a directiei de
propagare a undei la intdlnirea unor deschideri de largime finita. De fapt, difractia se produce numai daca
dimensiunea, L, a obstacolului este de ordinul de marime al lungimii de unda a luminii, A, L = A .

Un sistem destul de simplu pe care se produce fenomenul de difractie este reteaua de difractie,
prezentatd in fig. 4.37. Ea constd dintr-o succesiune de zone opace si transparente practicate intr-un
paravan si aflate la distanta d una de alta. O unda plana cade normal pe retea. Pe un ecran vertical se
obtine figura de difractie, care constd din maxime si minime de difractie. in fig.4.37 se poate vedea si
intensitatea undei difractate in functie de pozitia pe ecran. Conditia de a obtine In punctul P maximul de

difractie de ordinul k al unei unde, de lungime de unda A, este urmatoarea:

dsino =k A (4.105)

unde d este constanta de retea iar o este unghiul sub care se vede punctul P din centrul de simetrie al
sistemului. Pe axa de simetrie, datoritd drumurilor egale, undele ajung in faza, deci aici se formeaza
maximul de ordinul 1, indiferent de lungimea de unda a undei. Prin § s-a notat diferenta de drum dintre

undele reprezentate in figura.
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Fig. 4.37. Reteaua de difractie.

Pentru a realiza conditia de difractie, o retea trebuie sd aibd constanta de retea de ordinul de

mirime al lungimii de undi a luminii, adici d~ 107 m. De exemplu o retea de difractie trebuie si aiba
aproximativ 50000 de fante pe 1 cm.

O aplicatie interesanta a difractieie luminii se realizeaza cand cirstalele sunt bombardate cu Raze
X. Lungimea de undi a radiatiilor electromagnetice X este de ordinul A =1 A. De aceea singurele retele
de difractie potrivite pentru radiatia X sunt retelele cristaline. Un fascicol monocromatic de raze X este
trimis pe un cristal, care poate fi de exemplu de NaCl si a carui constantd de retea cristalind este de

ordinul A =2 -3 A. Figura de difractie a razelor X pe cristal este analoagi celei din fig. 4.37.

111 Ghidul de unda

Dupa cum stim, caracteristica definitorie a undelor este aceea ca se propaga in spatiu, transmitand
o anumitd forma de energie. Prin intermediul unui dispozitiv special, numit ghid de unda, este posibila
transmiterea undelor electromagnetice. S& consideram un ghid de unda de forma unui tub de sectiune
dreptunghiulara, cu laturile a si b, si avand rezistenta electrica nula. Distributia campului electromagnetic
de-a lungul tubului este reprezentata in fig. 4.38: 1n (1) sunt reprezentate liniile cAmpului electric al undei
prin ghidul de unda, atat in vedere laterald, cat si in sectiune transversald; in (2) se pot vedea liniile
campului magnetic vazute de sus. Pentru a simplifica explicatiile, in (1) nu sunt reprezentate liniile de

camp magentic, iar in (2) nu sunt cele ale campului electric al undei electromagnetice.
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Fig. 4.38. Componentele undei electromagnetice la trecerea prin ghidul de unda.

Asa cum se observa in fig. 4.38, campul electric nu are componente tangentiale la suprafata

interioard a ghidului de unda. Cele doud componente, E si B, ale undei electromagnetice sunt in faza,

iar frecventa undei progresive poate fi continuu variatd, pornind de la firecventa de taiere, ®,, a modului

de transmisie prin ghidul de unda. Un ghid de unda transmite unde electromagnetice intr-un mod dat,
daci au frecventa mai mare decét frecventa de taiere pentru acel mod al ghidului. in fig.4.38 se observa
modul dominant al ghidului de unda de forma dreptunghiulard. Modul dominant corespunde celei mai
mici frecvente de tiiere. In practici, undele electromagnetice au o frecventd dati, m, de aceea pentru
transmitere se alege acel ghid de unda ale carui dimensiuni corespund unei frecvente de taiere pentru
modul dominant ®, < ®, dar care este 1n acelasi timp mai mica si decat toate frecventele de tdiere pentru
celorlalte moduri de transmitere.

Daca rezistenta electrica a ghidului de undad este nuld, atunci viteza de propagare a undei
electromagnetice prin ghidul de unda este egald cu viteza luminii in vid, c. Dar in realitate, viteza de
propagare in ghidurile de unda este inferioara vitezei undelor electromagnetice in vid. Putem distinge

doua viteze de propagare intr-un ghid de unda: viteza de faza,v,, adica viteza cu care se deplaseaza
configuratia de cdmpuri din fig.4.38 si viteza de grup, v, adica viteza cu care se transmite energia undei

de-a lungul ghidului de unda. Viteza de grup este masurabild experimental, cici putem cronometra timpul
necesar ca informatia (energia) sa ajungd de la sursa pana intr-un punct dat. Expresiile matematice ale

celor doua viteze caracteristice ghidului de unda sunt urmatoarele:

- viteza de faza

(.4.104)
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- viteza de grup

(4.105)

unde a este lirgimea ghidului de unda, iar A este lungimea de undd a undei in spatiul liber. In spatiul
liber, unde largimea ghidului de unda tinde la infinit, se obtine egalitatea celor doud viteze,
a—>o, V, =V,.

O caracteristica importanta este faptul ca viteza de faza este superioard vitezei luminii din vid, c.
Conform teoriei relativitatii nici un corp, semnal sau transport de energie nu se poate propaga cu viteze
mai mari ca viteza luminii din vid. Energia (sau informatia) undei electromagnetice se transmite prin

ghidul de unda cu viteza de grup, v,, care este inferioara vitezei c.

. < o e g . c o g
Lungimea de unda a undei in spatiul liber este data de relatia A =—. Pentru o frecventa data, v,
\Y%

lungimea de unda a undei in ghidul de unda, A,, difera de lungimea de unda din spatiul liber, fiind datd

de relatia:

;ngVV_fzgzprTf (4.106)
2

Astfel lungimea de undd a undei in ghidul de undad este mai mare decat lungimea de unda din

spatiul liber, A, > A . Fibrele optice sunt un nou tip de ghiduri de unda in care undele electromagnetice

se transmit prin reflexii totale pe peretii interiori ai fibrelor. Fibrele optice se mai numesc si ghiduri

optice.
IV. Polarizarea luminii

Am vazut in capitolul 3 ca undele transversale in general, deci si undele electromagnetice, sunt
nepolarizate atunci cand sunt emise in mod natural. Fenomenul de polarizare poate fi observat numai in
cazul undelor transversale, pe cand interferenta si difractia undelor se pot produce in cazul tuturor
tipurilor de unde elastice, nu numai la undele transversale.

Lumina este o unda electromagnetica transversald, fiind emisda in mod natural de moleculele din

sursele de lumina, ca o undd nepolarizatd. Pentru a simplifica expunerea, putem reprezenta numai

vectorul intensitate a cAmpului electric, E, din unda electromagnetica, asa cum se vede in fig. 4.39.a).
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Fig. 4.39. Unda electromagnetica cu diverse grade de polarizare: a) nepolarizata;

b) partial polarizata; c) liniar polarizata.

Fiecare moleculd in parte poate emite o unda transversald liniar polarizatd, dar cum sursa de
lumina este formatd dintr-un numar foarte de mare de molecule, fiecare act de emisie poate fi orientat
intamplator. Unda electromagnetcd emisd de sursd este un amestec aleator de unde electromagnetice
transversale, emise de fiecare moleculd, deci este o unda transversald, dar nepolarizata.

In fig. 4.39.b) se poate vedea efectul unei polarizari partiale a undei transversale, ceea ce insemni
ca se selecteaza o directie privilegiata pentru vibratia vectorului de camp care are intensitatea maxima, in
timp ce, pe alte pe directii, intensitatea campului electric al undei este mult mai redusa. O unda liniar
polarizata este o unda in care existd numai o directie de vibratie pentru vectorul camp electric (vezi fig.
4.39.¢), respectiv numai o directie de vibratie pentru vectorul cAmp magnetic, aceasta din urma fiind
perpendiculara pe directia cAmpului electric.

Dispozitivele prin intermediul cidrora se pot obtine unde partial sau liniar polarizate se numsc
polarizori. Polarizorii sunt formati din lanturi moleculare polimerizate de alcool de polivinil, care au fost
aliniate pe o directie privilegiatd si apoi au fost laminate pe o foaie transparentd (suport de acetat de
butirat de celuloza). Atunci cand lumina cade pe polarizor, se transmite numai o componenta polarizata a

acesteia, asa cum se poate vedea 1n fig. 4.40.
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Fig. 4.40. Polarizarea luminii transmise prin polarizor.

Orice marime vectoriald poate fi descompusa pe anumite directii, obtinandu-se componentele sale
pe acele directii. Vectorul intensitate a campului electric poate fi descompus, in planul polarizorului, in
doua componente perpendiculare intre ele, din care trece mai departe numai componenta care corespunde
directiei privilegiate de catre polarizor.

Un caz special de polarizare a luminii este cel care se intalneste in cazul imprastierii (sau difuziei)
luminii. Din cauza difuziei luminii pe moleculele din atmosfera, vedem cerul senin (de culoare albastra)
si soarele ca fiind de culoare rosie la apus. In fig. 4.41 se poate vedea fenomenul de impristiere a luminii
pe o moleculda din atmosfera. Astfel, observam ca unda luminosd se decompune in doud unde, una
imprastiatd de molecula sub un unghi de 90°, iar cea de-a doua transmisa nedeviati. Componenta difuzati
este de culoare albastra si este liniar polarizatd intr-un plan perpendicular pe directia de propagare a
undei. Componenta transmisa este partial polarizata si are culoarea rosie. Culoarea diferitd a celor doua
unde se datoreaza faptului cd moleculele din atmosfera au tendinta de a Tmprastia mai mult componentele
din domeniul de lungimi de unda scurt, adica cele care dau pentru ochiul uman senzatia luminoaséd de
albastru. Componentele cu lungimi de unda mai mari sunt lasate sa treaca nedeviate, de unde si culoarea
rosie a ansamblului lor.

Daca Pamantul nu ar avea atmosferd, culoarea cerului ar aparea neagra tot timpul, aga cum o vad

astronautii aflati in nave cosmice sau pe Luna.
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Fig. 4.41. Difuzia luminii soarelui pe o molecula din atmosfera.

Lumina liniar polarizata reprezinta un anumit tip de unde polarizate. Exista si sisteme optice, asa
cum sunt cristalele birefringente de exemplu, care separa lumina naturald incidenta pe ele in doud unde ce
se propaga pe directii paralele. Una dintre cele doud unde se numeste raza ordinard, ce se propaga pe
directia undei incidente, iar cealaltd se numeste raza extraordinard, deoarece se propaga pe o directie
paraleld cu raza ordinara, dar decalata fatd de directia ei. Ambele unde sunt polarizate liniar, dar directiile
de vibratie ale vectorilor de cAmp formeaza un unghi drept. Acest efect se datoreaza existentei a doi
indici de refractie ai cristalului, indicele de refractie corespunzator razei extraordinare fiind dependent de
directie. Dupa cum stim valoarea indicelui de refractie determina viteza de propagare a undei. Deci cele
doua unde liniar polarizate pe directii perpendiculare s-au propagat prin cristal cu viteze diferite.

Daca se taie cristalul birefringent in asa fel incat unda incidenta sa fie perpendiculard pe axa
optica a cristalului, atunci cele doud unde nu se mai separa, ele propagandu-se pe aceeasi traiectorie cu
viteze diferite. La iesirea din cristal cele doud unde sunt defazate si produc lumina polarizata eliptic,
liniar sau circular. In fapt, avem de-a face cu compunerea a doua miscari oscilatorii liniare care se aduna,
asa cum am vazut in subparagraful 3.3.3. Astfel, stim c&, in functie de defazajul pe care-1 au la iesire, cele

doua unde transmise prin cristalul birefringent pot genera o unda circulara.
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5. Bazele fizice ale mecanicii cuantice

5.1. Efectul fotoelectric

Pentru prima data in anul 1887 Hertz a observat experimental ca, dacd se ilumineaza placute
realizate din metale, cum ar fi zincul, acestea emit electroni. El descoperise efectul fotoelectric. Efectul
fotoelectric este fenomenul de emisie de electroni din metale sub actiunea luminii.

In anul 1888 Stoletov si Edison au utilizat montajul exeprimental din fig. 5.1 pentru a studia
efectul fotoelectric. Montajul este format dintr-o celuld fotoelectrica (un catod metalic si un anod sub
forma unei grile metalice, inchise intr-un tub vidat), un ampermentru, o sursd de curent electric continuu

cu polaritatea pozitiva spre anod si o sursd de lumina monocromatica.

lamina

®)

Fig. 5.1. Montaj cu fotocelula.

Sub influenta luminii, din metalul catodului se emit electroni (numiti fotoelectroni) care se
indreaptd spre anod, acesta fiind electrizat pozitiv. Astfel, desi In tub este vid, prin intermediul
fotoelectronilor eliberati din catod se inchide circuitul electric din figurd, iar ampermetrul indica
intensitatea curentului fotoelectric.

Se constatd ca prin variatia tensiunii electrice din circuit, curentul fotoelectric are o variatie
specifica (vezi fig.5.2). La un flux luminos constant, pe masura ce tensiunea electrica creste, intensitatea
fotocurentului creste pana la o valoare de saturatie, Ig,. in continuare, oricat de mult s-ar mari tensiunea
electrica, intensitatea fotocurentului nu va mai creste. Graficul din fig. 5.2 se numeste caracteristica I-U

a fotocelulei. Observam ca existd un curent fotoelectric, Iy, chiar in absenta tensiunii electrice din
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circuit. Acest curent electric se datoreaza fotoelectronilor care, dupa ce sunt eliberati din catod, au o

energie cineticd suficient de mare incat sa atinga anodul.

Fig. 5.2. Caracteristica I-U a fotocelulei.

Daca la iesire din catod fotoelectronii au directia indreptata spre anod, ei il vor atinge chiar fara
polarizarea anodului. De remarcat ca, pentru a anula curentul fotoelectric, trebuie aplicatd o tensiune
electrica inversa (negativa) pe anod, Us. La aplicarea acestei tensiuni, toti fotoelectronii, chiar si cei mai
rapizi, sunt franati. Conform legiilor dinamicii, variatia energiei cinetice a fotoelectronilor este egala cu

lucrul mecanic efectuat de cdmpul electrostatic corespunzator tensiunii inverse Uy :

%mv2 =e U; 5.

Se constata experimental ca, daca se aplica fluxuri luminoase mai mari, se obtin caracteristici [-U

ale fotocelulei avand curentii de saturatie tot mai mari, asa cum se poate vedea 1n fig.5.3.

'2133“?'2132
| I

1
f By :

sat

Fig.5.3. Efectul fluxului luminos asupra caracteristicii I-U a fotocelulei.
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Astfel, una din legile efectului fotoelectric este proportionalitatea dintre intensitatea curentului de

saturatie si fluxul luminos incident:

[ =y® (5.2)

sat

unde y este o constantad de proportionalitate.
Daca se masoara energia cineticd a fotoelectronilor, prin determinarea tensiunii de franare, Uy, pentru
diferite frecvente ale luminii incidente, se constata ca:

- pentru fiecare metal existd o frecventd a luminii, v, (numitd frecventa de prag), sub care

efectul fotoelectric nu se produce;
- energia cinetica a fotoelectronilor creste cu cresterea frecventei luminii, pentru orice valoare

mai mare decat frecventa de prag, v>v,;

- efectul fotoelectric este instantaneu.

Nici una constatarile experimentale privitoare la efectul fotoelectric nu poate fi explicatd cu teoria
undelor electromagnetice. La inceputul secolului XX, in anul 1905, Planck a formulat o teorie privind
emisia radiatiei termice sub forma de cuante de energie. Conform acestei teorii, purtitorii cuantelor de
energie sunt niste corpusculi miscroscopici, numiti fotoni. Energia unui foton este proportionalda cu

frecventa undei electromagnetice respective:
e=hv (5.3)

unde h este constanta lui Planck, care are valoarea h=6,6 10°*J s.

Preluand teoria cuantelor, Einstein propune o explicatie a efectului fotoelectric bazata pe fotoni.
Astfel, el presupune ca si intr-un fascicol luminos energia este transportatd prin spatiu sub forma de portii
finite, numite cuante de energie, de catre fotoni. Fiecare foton din facicolul incident pe catodul fotocelulei
ciocneste un electron caruia 1i cedeaza energia sa. Electronul care a prmit energia fotonului poate fi
eliberat din metal, daca energia fotonului este mai mare decat lucrul de extractie a electronilor din metal,
Lext. Restul de energie a fotonului devine energia cinetica a fotoelectronului emis. Astfel, Einstein a scris

legea efectului fotoelectric sub forma:

hv=L_, +%m v (5.4)

Lucrul mecanic de extractie a electronior este relativ mic la metale, de aceea producerea efectului
fotoelectric este posibila la energii nu prea mari ale fotonilor incidenti. Relatia (5.4) explica din punct de

vedere teoretic toate legile deduse pe cale experimentald pentru efectul fotoelectric.
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Sa presupunem ca frecventa fascicolului incident este, v, astfel incat energia fotonului egaleaza

lucrul mecanic de extractie a electronului din metal:

hv,=L_, (5.5)
In acest caz, v, este f recventa de prag. Electronul este eliberat din metal, dar nu mai are energie
cineticd. Daca lumina are o frecventd mai mica decat v, atunci energia fotonului incident este mai mica

decat lucrul mecanic de extractie, deci efectul fotoelectric nu se mai produce. De aceea, putem spune ca
fiecare metal are o frecventa de prag proprie, caci lucrul mecanic de extractie a electronilor este specific

fiecarui material.

v, = = (5.6)

Frecventa de prag este frecventa minima la care se mai poate produce efectul fotoelectric. Daca

frecventa luminii are o valoare mai mare decat frecventa de prag, v > v, atunci nu numai cd se produce

efectul fotoelectric, dar fotoelectronii au si energie cinetica la iesirea din metal:

lrnV2 =hv-L_,
2

(5.7)
Asa se explicd una din legile efectului fotoelectric, i anume ca energia cinetica a fotoelectronilor
este proportionala cu frecventa luminii. In fig. 5.4. este reprezentata energia cinetica a fotoelectronilor in

functie de frecventa luminii.

Fig. 5.4. Energia cinetica a fotoelectronilor in functie de frecventa luminii.

Fluxul luminos este determinat de numarul de fotoni incidenti pe suprafata catodului in unitatea
de timp. Procesul de absorbtie al fotonilor este independent, de aceea un flux incident mai mare

determind emisia unui numar mai mare de electroni in unitatea de timp. Cu alte cuvinte, intensitatea
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fotocurentului este proportionala cu fluxul luminos incident pe catod, deci §i intensitatea curentului de

saturatie este proportionald cu fluxul luminos, conform cu relatia (5.2).

Importanta teoreticd a teoriei lui Einstein. Asa cum am spus mai inainte, Planck introdusese
numai teoria emisiei energiei electromagnetice prin portii discrete de energie (cuante de energie). Dar
Einstein are meritul de a fi extins teoria cuantelor si pentru propagarea energiei electromagnetice in
spatiu. El a afirmat pentru prima data ca un foton este o portie finita de energie si ca fascicolul luminos
este format dintr-o multime de fotoni ce transporta energia electromagnetica prin spatiu.

Caracteristicile fotonului. Fotonul este un corpuscul neutru din punct de vedere electric. Are viteza egala
cu viteza undei electromagnetice, adica in vid se propaga cu viteza ¢ = 3 10® m/s. Fotonul este purtatorul
unei energii, numitd cuantd de energie, data de relatia (5.3).

Conform teoriei relativitatii a lui Einstein, un corp care are masa m, are totodatd energia:

g=mc’ (5.8)

Egaland relatiile (5.3) si (5.8), obtinem masa de miscare a fotonului:

m=-—" (5.9)

Aceasta ultima relatie reprezintd modul in care se determina masa de miscare a fotonului.
In teoria relativitatii a lui Einstein se demonstreaza ca un corp are si masa de repaos, my. Relatia
dintre masa de miscare si masa de repaos depinde de viteza si, conform teoriei relativitdtii a lui Einstein,

este de forma:

m=—20 (5.10)

unde v este viteza relativista a corpului, adica o viteza foarte mare, comparabila cu viteza luminii, c.

Fotonul are viteza luminii, v = ¢, deci masa lui de repaos este nula:

Aceasta inseamna ca nu exista foton in repaos, deoarece el nu are masa in aceasta stare.

Orice particula care are masa si viteza, are si impuls mecanic. Fotonul are impulsul mecanic:
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unde am folosit relatia dintre frecventa si lungimea de unda a undei electromagnetice,

c
A=cT=—.
Y%

Teoria cuantelor nu a fost primitd cu prea mare entuziasm de lumea stiintifica din epoca. Au fost

necesare noi confirmari experimentale ale acestei teorii, desi sunt si astdzi oameni de stiinta si filozofi

care nu o accepta.

5.2. Efectul Compton

In anul 1921 fizicianul Compton a confirmat pe deplin teoria cuantelor de limina prin observarea
fenomenului de difuzie a fotonilor din razele X pe electroni. In anul 1927 el a primit preminul Nobel in
Fizica pentru descoperirea efectului cuantic care 1i poartd numele. El a determinat miscarea unui foton
inainte si dupa ciocnirea lui cu un electron, ardtand ca fotonul are impuls si energie.

Dispozitivul experimental utilizat de Compton, a carui schema este prezentatd in fig. 5.5, consta dintr-o
sursa de raze X care emite radiatie spre un bloc de grafit. Se obtine o radiatie difuzatd sub un anumit

unghi, 0, ce este captatd de un detector. Razele incidente au lungimea de unda A.

bloc grafit

B

sursa de raze X

colimator

detectaor

Fig. 5.5. Dispozitivul experimental al lui Compton.

Se constata ca razele difuzate au o lungime de undd mai mare decat lungimea de unda a razelor

incidente, A">A. Diferenta AA =A-A se numeste deplasare Compton. Se constatd experimental ca
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valoarea deplasarii Compton depinde numai de unghiul de difuzie 6. Compton a demonstrat ca relatia

matematica ce exprima dependenta deplasarii Compton de unghiul de difuzie este urmatoarea:

AL =0.024(1—cos0) (A) (5.12)

unde 1A reprezintd submultiplul metrului, 1 A= 107" m.

Explicatia fizica a fenomenului observat este urmatoarea: Electronii din blocul de grafit pot fi
considerati aproape liberi, iar viteza lor este neglijabila in raport cu viteza fotonilor. Electronii primesc
energie de la fotonii incidenti pe blocul de grafit. Are loc o ciocnire elastica Intre un electron si un foton.

Spre deosebire de efectul fotoelectric, unde intreaga energie a fotonului era absorbitd de electron,
in efectul Compton electronul absoarbe numai o parte din energia fotonului.

Legea conservarii energiei in ciocnirea elastica foton-electron se poate scrie sub forma:

hv=hv+E_ (5.13)

unde E i, .- reprezinta energia cinetica primita de electron.

Legea conservarii impulsului mecanic in ciocnirea foton-electron se scrie sub forma:

Pr =P +P. (5.14)
unde p,, p, si P, sunt impulsurile mecanice ale fotonului incident, fotonului difuzat si, respectiv, al

electronului. In fig.5.6 se vede ¢4, in urma ciocnirii cu electronul aflat in repaos, fotonul este difuzat pe

electron.

Py

Fig.5.6. Ciocnirea elastica foton-electron.

Din legea conservarii energiei si legea conservarii impulsului mecanic se poate deduce valoarea

frecventei fotonului Tmprastiat pe electron:

A= = (1 - cos0) (5.15)
C

m,
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. o . h
unde m, este masa de repaos a electronului. Valoarea constantei din relatia (5.15) este A =——=0.024
m,C

A si reprezinti deplasarea Compton corespunzitoare unui unghi de difuzie 6 = 90 °.

Se constata ca se poate explica dependenta deplasarii Compton numai de unghiul de impréastiere a
razelor X , dacd de presupune ca razele X sunt formate din fotoni, particule cu masa, energie si impuls
mecanic. Aceste particule se comportd ca niste "bile de biliard" in procesele de ciocnire elastica cu

electronii.
5.3. Radiatia termica

Un corp aflat la o anumitd temperaturd emite radiatie electromagneticd in exterior. Cu cat
temperatura lui este mai ridicata, cu atit emisia sa se imbogateste cu radiatii din domeniul de lungimi de
unda scurte. Radiatia electromagnetica emisa de un corp incandescent are lungimi de undd din domeniul
ultaviolet. Dacd nu este incadenscent, corpul emite totusi radiatie de lungimi de unda lungi, adica din
domeniul infrarosu. De aceea, radiatia termica este specifica tuturor corpurilor.

Sa presupunem ca mai multe corpuri, avand temperaturi diferite, se introduc intr-o incintad
captusitd, impermeabila si cu suprafata internd reflectantd. Corpurile vor schimba energie intre ele prin
radiatie termica pana cand ajung la aceeasi temperaturd. Aceste corpuri sunt in echilibru termic. La
echilibru termic energia primita in unitatea de timp de fiecare dintre corpuri este egala cu energia radiata
in unitatea de timp. Se obtine o radiatie termica la o anumitd temperaturd, numita o radiatie termica de
echilibru.

Corpul negru. Un corp care absoarbe intreaga energie a radiatiei care cade pe el se numeste corp
negru. Corpuri absolut negre nu exista in naturd, dar sa consideram o cavitate care are un mic orificiu
(vezi fig. 5.7). O radiatie incidenta pe orificiu se reflectd in interiorul cavitatii de un numar mare de ori.
O fractiune din energia radiatiei este absorbitd de peretele interior al cavitdtii la fiecare reflexie a
radiatiei. De aceea, fractiunea din energia radiatiei care iese prin orificiu este foarte redusa. Putem spune
ca absorbtia radiatiei de catre orificiu este practic totald. Suprafata orificiului se comportd ca un corp
negru. Radiatia lui se numeste radiatia corpului negru. Un corp real absoarbe doar o fractiune din

radiatia incidentd pe el, adica se comporta ca un corp gri.
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Fig. 5.7. Cavitate absorbanta de radiatie care se comportd ca un corp negru.

Orice suprafata care poate sa absoarba toata radiatia electromagnetica incidenta pe ea, se va vedea
ca o suprafatd neagra, cu conditia ca temperatura ei sd fie suficient de redusa incét sa nu fie ea insasi
luminoasa. Aceasta suprafatd se numeste suprafatd neagra ideald. Nici o suprafata reald nu este absolut
neagra. De aceea, se introduce o marime care sa exprime gradul de innegrire al suprafetelor reale, numita
emisivitate, €. Emisivitatea unei suprafete negre ideale este egald cu unitatea. Suprafetele reale au
emisivititi subunitare. In general, emisivitatea este o proprietate complexi a suprafetelor, ea depinzind

de gradul de polizare, de temperatura, de proprietatile materialului polizat, etc.

5.3.1. Marimi radiante

1) Fluxul radiant. Raportul dinte energia radiata si intervalul de timp al acestei emisii de energie
se numeste flux radiant:

I\

b =—"
dt

(5.16)

Din definitie rezultd cd fluxul radiant are semnificatia unei puteri. Unitatea de masurd pentru fluxul

radiant este 1W=1J/s. In caz general, radiatia nu este monocromatica, adici nu contine unde de o singura
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lungime de unda. De aceea, se defineste un flux spectral radiant. El reprezintd fluxul radiant

corespunzator unei lungimi de unda A, aflata intr-un interval spectral infinitezimal A € [A, A +dA]:

_do

D, =
oA

(5.17)

In continuare vom utiliza notatiile cu indice A pentru marimi spectrale, adica pentru méarimi fizice
exprimate intr-un interval spectral infinitezimal. Marimile integrale se obtin din integrarea marimilor

spectrale corespunzatoare, pe tot spectrul de lungimi de unda:

) =jq>xdx (5.18)
0

2) Densitatea specifica spectrala a energiei radiatiei. Densitatea volumica de energie a radiatiei

electromagnetice este data de relatia:

w:%(sE2+uH2) (5.19)

Densitatea specificd spectrala a energiei radiatiei electromagnetice, p, , este densitatea volumica

de energie a radiatiei electromagnetice corespunzatoare unei lungimi de unda A, aflatd intr-un interval

spectral infinitezimal A € [A, A +dA]:

_dw

= (5.20
P . )
Daca integram densitatea specifica spectrald a energiei radiatiei electromagnetice pe tot spectrul

de lungimi de unda, obtinem densitatea volumica de energie a radiatiei electromagnetice:
W:J‘pxdk (5.21)
0

3) Radianta. Radianta unei suprafete a sursei de radiatie electromagneticd intr-un punct al sau
reprezinta fluxul radiant emis de acea unitate de suprafatd, in toate directiile:

_do

R =
ds

(5.22)

Radianta se exprima in 1 W/m®. Se constati ci radianta depinde de lungimea de unda si de temperatura
absolutd a corpului radiant, asa ca se defineste radianta spectrala:

R

- 5.23
L, an ( )

Prin integrarea relatiei (5.23) pe tot spectrul de lungimi de unda se obtine radianta integrala, R.
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5.3.2. Legile radiatiei termice

1. Legea Stefan-Boltzmann
Se constatd exeprimental cd radianta corpului absolut negru depinde numai de temperatura lui

absoluta, conform legii deduse de Stefan si Boltzmann:

R, =jrxdx=cT4 (5.24)
0

unde o este o constantd universald, numitd constanta Stefan-Boltzmann i are valoarea o = 5.6 108
W/m’K*.

Pentru corpuri ale céror suprafete nu sunt negre, se introduce o marime adimensionald, numita
emisivitate, €. Emisivitatea este un numdr subunitar ce caracterizeaza suprafata corpului radiant. Atunci,

radianta corpului a carui suprafatd nu este neagra devine:
R,=¢cT* (5.25)

1l. Legea lui Wien
Daca se studiazd dependenta radiantei spectrale de lungimea de undd si de temperaturd, se
constata ca:

- La o temperatura data, radianta spectrald depinde de lungimea de unda, graficul functiei r, = f( A )
fiind o curba cu un singur maxim, ce corespunde unei anumite lungimi de unda, agsa cum se vede in fig.
5.8.

- Cu cat temperatura este mai ridicata, cu atit pozitia maximului curbei 1, = f(A) se deplaseaza
catre lungimi de unda mai scurte.

Daci se masoara radianta specifica spectrald la temperaturile T}, T,, T3, din ce in ce mai ridicate, se obtin
curbe asemandtoare cu cele din fig. 5.8. Lungimile de unda corespunzatoare maximelor curbelor de
radianta sunt, in functie de temperaturd, in relatia:
T,>T,>T, =k, <A, <A
Se spune ca maximele "se deplaseazd spre violet" odatd cu cresterea temperaturii.
Wien a formulat legea matematica a "deplasarii catre rosu" a corpurilor in racire, care se scrie sub

forma:

A= (5.26)
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unde T este temperatura absolutd a corpului radiant, iar Amax este lungimea de unda a maximului radiantei
sale. Constanta c are valoarea c=2.8 10° m K. Legea lui Wien se verifica foarte bine la lungimi de unda

scurte.

Fig. 5.8. Legea lui Wien.

1II. Legea lui Planck

In anul 1905 Max Planck emite ipoteza ci emisia (ulterior s-a vazut ci si absorbtia) radiatiei
electromagnetice se realizeaza in mod discret, discontinuu, prin cuante de energie:

- El a presupus ca atomii se comporta ca niste oscilatori electromagnetici care emit radiatie
electromagnetica. Dar un oscilator cuantic nu poate avea orice energie, ci doar multipli intregi ai energiei
unei cuante, hv.

- A doua ipoteza facuta de Planck a fost ca emisia energiei electromagnetice nu se poate face in
mod continuu, ¢i numai in mod discret, prin salturi, la emisia unei cuante. Cand un oscilator trece dintr-
o stare, de energie n hv, 1n alta, de energie mai mica, (n -1)hv, el emite o cuanta de energie hv. Adica,
oscilatorul a emis un foton de energie hv. In felul acesta se produce radiatia electromagnetica.

Planck deduce, pe baza celor doua ipoteze, legea radiatiei corpului negru, sub forma matematica

urmatoare:
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LT (5.27)

r
ow exp(ch -1
AT

unde c; si ¢, sunt constante egale cu:
2
¢, =2nhc

e

C, K

B
unde Kg este constanta lui Boltzmann, iar ¢ este viteza luminii in vid..
Legea lu Planck contine toate legile descoperite experimental, cum sunt:
a). Daca se integreaza relatia (5.27) pe tot spectrul de lungimi de unda, se obtine legea Stefan-

Boltzmann:
R={r d=cT (5.28)
0

b) Daca se pune conditia
de maxim a functiei r;, 1, se deriveaza 1, T, datd de relatia (5.27) la lungimea de unda si se anuleaza

derivata, se obtine legea lui Wien:

=0 A, =— 5.29
T (5.29)

Legile corpului negru se aplicd in tehnica pirometriei optice. Pirometria are drept scop
determinarea temperaturii corpurilor foarte calde sau chiar incandescente, pentru care metodele obignuite
de control al temperaturii nu se mai pot aplica. La temperaturi mai mari de 2200°C, cum sunt cele atinse
in cuptoare uzinale, corpurile sunt incandescente, iar termocuplele sau termometrele nu se pot utiliza la
temperaturi mai mari decat 1600°C. Cunoasterea proprietatilor radiative ale corpului incandescent este
cruciald pentru acuratetea determindrilor de temperaturd prin metode optice. Daca el radiaza ca un corp
negru, atunci legile radiatiei termice permit determinarea temperaturii reale a corpului. Dacé acest corp
nu poate fi aproximat cu un corp negru, atunci in legile radiatiei se introduce emisivitatea corpului.
Problema acuratetii determinarii temperaturii corpului se reduce la corecta determinare experimentald a
emisivitatii suprafetei sale. Majoritatea suprafetelor radiante prezintd emisivitati dependente de
temperaturd, de gradul de prelucrare si de lungimea de unda. Daca emisiviatea nu depinde de temperatura
si de lungimea de unda, corpul radiant se numeste corp cenusiu. Corpurile cenusii au emisivitati
constante.

Metode numerice moderne, care utilizeaza anumite modele de radiatie termicad, sunt utilizate in
prezent pentru a determina temperatura unor incinte in care au loc procese tehnologice la temperatura
foarte ridicatd. Modelarea numerica a fenomenelor fizice, printre care se numara si transferul de caldura,
este 0 metoda recomandatd in cazul in care, de exemlpu, temperatura este atdt de mare incat masurarea

experimentald nu este eficientd. De exemplu, metodele de crestere a cristalelor de safir utilizeaza
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cuptoare in care temperatura ajunge la 2500°C, deoarece temperatura de topire-soldificare a Al,Os este de
2050 °C. Aceste instalatii sunt previzute cu pirometre optice care permit controlul foarte exact al

temperaturii din incinta de cristalizare.

5.4. Experienta Franck-Hertz

In anul 1914 Franck si Hertz au dovedit experimental ca stirile energetice ale atomilor sunt stari
discrete si cd, la trecerea unui atom dintr-o stare energetica in alta, se emite sau se absoarbe o cuanta de
energie, hv. Dipozitivul experimental constd dintr-un tub catodic, in care sunt atomi de mercur, asa cum

se vede 1n fig. 5.9.

’

_,n:;,_
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o

Fig. 5.9. Dipozitivul experientei Franck-Hertz.

Electronii emisi de filament (care este si catod, in acelasi timp), sunt accelerati in tub sub o
tensiune variabila. Grila din vecinatatea anodului este negativatd, astfel incat ea franeaza electronii ce se
indreapta spre anod, oprindu-i pe cei care nu au suficientd energie cinetica pentru a o strabate. Se masoara
intensitatea curentului electric de la anod, in functie de tensiunea electrica aplicata pe tub. Caracteristica

I-U a tubului este prezentata in fig. 5.10.
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Flg. 5.10. Caracterictica I-U in experienta Franck-Hertz.

Se poate observa faptul cd intensitatea curentului electric la anod scade periodic, odatd cu
cresterea tensiunii electrice. Prima scadere a intensitdtii curentului electric se obtine la tensiunea de U=
4,9 V, apoi se repetd si la tensiuni egale cu multipli de forma:

2U;1=2-49V,3U;=3-49V,s.a.

Fiecare scadere a intensitdtii curentului electric reprezintd o scaddere dramaticd a numarului de
electroni ce ajung la anodul tubului. Un electron accelerat la tensiunea U;= 4,9 V are o energie cinetica
E. = 4,9 eV (1 eV reprezintd un submultiplu al unititii de masurd a energiei, 1 eV = 1,6 10" J). La
aceastd energie electronul se apropie de anod, dar existd posibilitatea de a se ciocni cu unul din atomii de
Hg aflati chiar in vecinatatea grilei. Daca ciocnirea este elasticd, atunci atomul de Hg primeste toata
energia electronului. Fard energie cineticd, electronul nu mai poate trece de grila negativata din fata
anodului. Cu cat au loc mai multe ciocniri de acest tip in fata grilei, cu atat mai putini electroni mai pot
trece spre anod si curentul scade. Intrebarea care se pune este de ce aceste ciocniri nu pot avea loc
oriunde in tub si la orice energie a electronilor ? De ce trebuie ca electronul sd aibd exact energia
corespunzatoare unei tensiuni de 4,9 V ? Explicatia rezida in structura atomilor de Hg. Atomii de mercur
sunt sisteme cuantice, ale caror stari de energie sunt discrete. Un atom nu absoarbe si nu emite energia
decat in cuante de energie. Cuanta de energie necesara atomului de Hg, pentru a trece din starea
fundamentala intr-o stare energetica superioara, este € = 4,9 eV. De aceea atomul de mercur poate suferi
o ciocnire elasticd numai cu un electron care are energia cineticd egala cu cuanta sa de energie, Eq ;= € =
49¢eV.

Ce se intampla la 2-U;=2- 4,9 V ? Sub o tensiune de 2- 4,9 V electronul va fi accelerat astfel: (i)
pe prima jumadtate a distantei dintre catod si anod, el atinge o energie cineticd E¢; = 4,9 eV si poate s o
cedeze, prin ciocnire elastica, unui atom de Hg, aflat la jumatatea distantei catod-anod; (ii) pe a doua
jumatate de drum, electronul este din nou accelerat, astfel incat atinge din nou, in vecinatatea anodului,
energia cinetica E;; = 4,9 eV, pe care o poate ceda unui alt atom de Hg. Din nou curentul anodic scade,

deoarece electronul respectiv nu mai trece de grila.

148



Aceste explicatii ale fenomenului observat experimental au dovedit inca o datd ca atomii sunt
sisteme cuantice, care au nivele discrete de energie. Trecerea atomului dintr-o stare energetica in alta se
poate face numai prin absorbtia sau emisia unei cuante de energie bine determinate, egald cu diferenta

dintre nivelele energetice Intre care se face saltul, asa cum se poate vedea in fig. 5.11.

E(eV)

40e¥
starea

fundamentala

Fig. 5.11. Nivele energetice discrete in atomul de mercur.

Concluziile acestei experiente au contribuit la intelegerea mai profunda a conceptelor de baza ale
a teoriei cuantice, caci existenta nivelelor discrete de energie ale sistemelor microscopice, cum sunt atomii

si nucleele, a fost demonstrata printr-un experiment independent.

5.5. Relatiile de nedeterminare ale lui Heisenberg

In fizica clasici starea unui sistem de particule se poate determina prin ansamblul tuturor
coordonatelor si impulsurilor corespunzatoare. Ar fi posibild determinarea simultand a tuturor
coordonatelor si impulsurilor particulelor. Microparticulele, studiate in cadrul mecanicii cuantice,
manifestd unele proprietati ondulatorii, In care starea lor poate fi descrisa cu ajutorul unor unde. Caracterul
ondulatoriu al fotonului limiteazd comportamentul sau ca particuld. Daca o particuld poate fi localizata in
spatiu intr-un punct, nu acelasi lucru se poate spune despre o unda. Sa presupunem ca electronii dintr-un
fascicol paralel cad perpendicular pe un paravan in care este practicatd o fantd de latime Ax (vezi fig.

5.12).
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Fig.5.12. Fascicol de electroni difuzat pe o fanta.

Dupa cum vedem in figurd, electronii dupa ce trec dincolo de fantd nu mai formeza un fascicol
paralel, ci sunt difuzati in toate directiile. Electronii formeaza pe ecran o distributie de forma celei din
figura. Sa presupunem cd masurdm impulsul electronilor inainte de fantd, p,. In conceptia corpusculara se
considera ca electronii interactioneaza cu marginile fantei si deviaza de la directia initiala. Aceastd
deviatie este exprimata print-un impuls suplimentar primit de un electron pe directia x, Apx. Acest impuls
se compune vectorial cu impulsul initial si se obtine un impuls total al electronului dupa trecerea prin
fanta:

P=p,+AD, (5.30)

Directia acestui vector va indica locul de pe ecran unde va cadea electronul, asa cum se vede in fig. 5.13.

Fig. 5.13. Deviatia electronului la trecerea prin fanta.
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Datorita faptului ca electronul poate intra pe oriunde prin fantd, putem aprecia cd Ax este
imprecizia la determinarea coordonatei verticale a particulei. Heisenberg a afirmat ca nu se pot cunoaste
simultan, oricat de precis, o anumitd coordonatd a particulei si componenta impulsului mecanic pe acea
directie. Intre imprecizia la determinarea componentei impulsului, Apy, pe directia OX si imprecizia
asupra coordonatei corespunzadtoare, Ax , exista o relatie de forma:

Ap Ax > h (5.31.a)

h . o
unde % = P se numeste constanta lui Planck redusa.
T

Acelasi tip de relatie de nedeterminare se poate exprima si asupra celorlalte doua componente ale
impulsului mecanic si ale coordonatelor corespunzatoare:

Ap Ay > h (5.31.b)
Ap,Az > h (5.31.c)

Relatiile (5.31.a), (531.b) si (5.31.c) se numesc relatiile de nedeterminare ale lui Heisenberg.

Conform relatiilor lui Heisenberg, nu se poate cunoaste simultan cu precizie suficient de buna
coordonata i componenta corespunzatoare a impulsului mecanic ale unei microparticule. Produsul
impreciziilor in determinarea simultand a celor doud mérimi este mai mare decat 10°* J s. O precizie
foarte bund la determinarea pozitiei (Ax — 0) determind o nesigurantd completd asupra componentei
impulsului mecanic pe acea directie (Ap, — ).

In locul marimilor fizice impuls mecanic si pozitie se poate scrie si o relatie de nedeterminare
intre energie si timp, de forma:

AEAt > 7 (5.32)

unde AE reprezintd imprecizia la determinarea energiei particulei cuantice, iar At reprezinta intervalul de
timp cat dureaza aceasta stare energetica. Cu alte cuvinte cu cat durata stdrii energetice este mai scurta, cu

atat mai mare este nedeterminarea energiei starii. De exemplu, daca are loc o tranzitie spectrala de durata
finitd (t ~ 107 s), atunci rezultd o imprecizie la determinarea energiei, dati de relatia (5.31), care face ca

frecventa la care are loc tranzitia sa fie afectatd de o imprecizie de ordinul:
_AE 1

Av =—
noAt

(5.33)

Exista, de aceea, o largime naturald, Av, a liniei spectrale.

Relatiile de nedeterminare ale lui Heisenberg nu se limiteazd numai la procesul cunoasterii, ci au
aplicabilitate 1n toate aplicatiile tehnice ale fizicii microparticulelor.
De aceea studiul particulelor microscopice, numite si particule cuantice, necesita o abordare diferita fata

de cea specifica fizicii clasice, care se realizeaza in cadrul mecanicii cuantice.
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5.6. Ipoteza lui Louis de Broglie

Asa cum am vazut in paragrafele anterioare, exista fenomene fizice in care particulele se
comporti ca unde armonice. In anumite cazuri, insdsi lumina trebuie priviti ca un ansamblu de fotoni
(particule care au viteza luminii). Lumina comportd doud manifestari distincte: (1) este o unda
electromagnetica (asa cum o intdlnim in fenomene ca interferenta, difractia, polarizarea, etc); (2) este un
ansamblu de fotoni (care sunt particule intilnite in efectul fotoelectric, efectul Compton, etc.). in
acceptia stiintificd moderna, undele electromagnetice au caracter dual, de unda si de corpuscul (dualismul
corpulsul-unda). Acele fenomene fizice ce nu pot fi explicate in cadrul conceptiei clasice privind
microparticulele au nevoie de legi fizice noi, adaptate acestui gen particular de fenomene ce se desfasoara
in microcosmos.

in anul 1924 Louis de Broglie extinde conceptia dualismului corpuscul-undi si aspura celorlalte
microparticule aflate in miscare. El presupune ca fiecarui corp, de masd m si vitezd v, 1 se asoaciaza o

undd a carei lungime de unda este:

A=—=—— (5.34)
p mv
unde h este constanta lui Planck. Undele asociate particulelor cuantice se numesc unde de Broglie.

Sa evaludm lungimea de unda asociatd unui electron accelerat sub o tensiune U. Electronul va

avea viteza:

iar impulsul sau va fi:

p=mv=,2meU (5.35)

Lungimea de unda asociata este:
_h_ h 12,25
p 2meU U

unde am folosit constantele m = 9,1 10°' kg, e=1,6 10"’ C, h=6,6 10> Js.

N A (5.36)

Astfel, pentru tensiuni nu prea mari, lungimea de undi asociati electronului este de ordinul A =1 A = 107
0

De aceea electronii au proprietiti analoage undelor electromagnetice de lungimi de unda scurte
(raze X). Astfel, la fel ca razele X, fascicolele de electroni pot fi difractate pe cristale. Difractia
electronilor pe cristale a fost pusd in evidenta de Davison si Germer 1n anul 1927. Ei au trimis fascicole
de electroni acelerati la diferite tensiuni pe un cristal de nichel. Astfel, asa cum se poate vedea in fig.
5.14, electronii sunt reflectati de cristalul de nichel. Figura de difractie pe care o formeaza este perfect

analoagd cu figura de diractie obtinuta cu lumina pe o retea de difractie. Pe un ecran situat pe directia
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electronilor reflectati se observa o figura formata din maxime si minime de difractie, desi nu s-a folosit o
unda electromagnetica. Figura de difractie depinde de viteza electronilor i de unghiul de incidenta al

fascicolului pe cristal, 0.

Fig. 5.14. Difractia electronilor pe un cristal de nichel.

Atomii cristalului de nichel formeaza o retea cristalind ordonatd, avand constanta de retea d.
Electronii pot fi reflectati de primul plan atomic, sau de altul, situat in interiorul retelei. Unghiurile sub
care se obtin maxime de difractie verifica legea lui Bragg a difractiei:

2dsin@=k A (5.37)
unde k este un numadr intreg ce desemneaza ordinul maximului de difractie, iar A este lungimea de unda
asociati electronilor. Se cunoaste constanta de retea a cristalului de nichel, d = 2,15 A. Experimentul a
fost efectuat cu electroni accelerati sub o tensiune U= 54 V. Se constatd experimental cd maximul de
difractie ce corespunde unui unghi de incidentd 6 =50° este al unei unde cu lungimea de unda Aexp = 1,65
A. Asadar, electronii, accelerati la o tensiune de 54 V, se comporti ca o undi electromagnetici cu
lungimea de undi de 1,65 A.

Pe de altd parte, din relatia (5.36) se poate determina lungimea de unda de Broglie, asociata
electronilor, accelerati la o tensiune de 54 V. Se obtine o lungime de unda de Broglie Awor = 1,65 A.
Astfel, observam o excelentd concordanta intre experiment si teorie.

Conform teoriei undelor, particulele cuantice vor avea gi un vector de unda:

2n
k=== 5.38
y (5.38)
Intre impulsul mecanic al particulei si vectorul de unda existi urmétoarea relatie:
h h 2n
= =" _hk 5.39
Pey T 5:39)

Fizica cuantica se ocupd cu studiul microparticulelor ale caror mase si energii sunt foarte mici. O

deosebitd importanta in mecanica cuantica o are procesul de masurare, care este o interactiune a particulei
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cuantice cu dispozitivul de masura. In fizica clasicd perturbatia exercitati de instrumentul de masura
asupra particulei supuse marurdrii ca si influenta acestei masurari asupra determindrii simultane a altei
mirimi fizice erau suficient de mici, incat sa fie considerate neglijabile. In cadrul fizicii cuantice se aplicd
relatiile de nedeterminare al lui Heisenberg, astfel incat perturbatia pe care intrumentul de masurd o
produce asupra particulei cuantice nu mai este neglijabild. De exemplu, difractia electronilor printr-o
fantd determind schimbarea impulsului lor, interactia lor cu marginile fantei addugand o componenta
suplimentara la impulsul mecanic. Astfel, perturbatia produsa de fanta este principial incontrolabila.

Din analiza comportarii microparticulelor, rezulta si cd un sistem cuantic care se poate gasi intr-o
multime de stari, se poate gasi si in starea care rezultd din suprapunerea starilor respective, existand o
infinitate de moduri In care se poate realiza suprapunerea starilor. Starile in care se poate afla sistemul
cuantic se numesc stari propprii. La masurarea unui sistem cuantic, dispozitivul de observatie-masura
perturbd incontrolabil starea sistemului cuantic, fortdindu-l sa treacd intr-una din stdrile proprii ale
sistemului. Stdrile proprii ale sistemului cuantic nu sunt perturbate cand sistemul interactioneaza cu acel

dispozitiv de observare-masurare caruia 1i sunt asociate aceste stari proprii.
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6. Elemente de fizica starii solide

6.1. Generalitati

Starea solida este o stare condensatd a materiei, caracterizatd prin interactii interatomice suficient de
puternice pentru a conferi materialului un volum propriu si o forma proprie. Intr-un corp solid distanta
dintre atomii alaturati este de ordinul de marime al norului electronic din jurul fiecarui atom. Corpurile
solide pot fi: (i) cristaline, care sunt caracterizate printr-o stucturd ordonatd, pe domenii intinse avand
aceeasi configuratie si (ii) amorfe, care prezinta o structurd de ordine numai pe domenii foarte restranse,
configuratia fiind diferita in spatiu.

Solidele cristaline au atomii aranjati intr-o retea ordonatd, pastrand aceeasi aranjare la distantd mare. Se
spune cd un cristal este perfect daca reteaua cristalind se prelungeste neintreruptd in tot materialul.
Reteaua cristalind se caracterizeaza prin constantele de retea, care sunt distante caracteristice intre atomii
retelei. Cristalele reale prezintd unele abateri de la aceastd structurd ideala. Deseori putem intdlni atomi
straini (impuritdti), care ocupa locuri in retea (de exemplu atomi de arseniu in reteaua cristalului de
siliciu). Alteori apar dislocatii in reteua cristalind, adica plane de atomi care au alunecat fata de alte
plane ale retelei cristaline. Fortele responsabile de aranjarea atomilor in cristal determina trei tipuri de
cristale: (i) cristale ionice, (ii) cristale covalente si (iii) cristale metalice.

Cristalele ionice sunt formate din ioni pozitivi §i ioni negativi ai elementelor chimice, aranjati altenativ.
Cristalele ionice sunt izolatoare la orice temperatura, deoarece in structura lor nu se gasesc electroni
liberi.

Cristalele metalice sut formate din ioni care pun in comun electronii lor de valentd. Acesti electroni
formeaza un nor electronic uniform distribuit in reteaua cristalina. Nefiind legati de un atom anume,
acesti electroni se migca liberi prin metal, ei putand circula printre ionii retelei metalice si pot conduce
curentul electric. Astfel metalele conduc curentul electric la orice temperatura.

Cristalele covalente se realizaeza cu atomi ai grupei a patra a sistemului periodic. Acesti atomi au cate
patru electroni de valentd. In reteaua cristalind fiecare atom este inconjurat de patru vecini (cei mai
apropiati) cu care pune in comun cite un electron de valenta. In acest fel electronii sai de valentd nu sunt
foarte strans legati de atom, deoarece fiecare atom de valentd apartine in mod egal si atomului vecin cu
care s-a realizat legatura covalentd. La anumite temperaturi, nu foarte ridicate, unii dintre electronii de
valentd pot rupe legatura covalentd i devin electroni liberi in cristal. Locul ramas liber in legatura
covalentd de unde a plecat electronul se numeste go!/ de conductie. Atat electronii liberi cat si golurile de
conductie participa la conductia curentului electric din cristalul covalent. Cele mai importante cristale de
acest tip se numesc cristale semiconductoare.

Una dintre caracteristicele importante ale corpurilor solide este comportarea rezistivitatii electrice, p, a
acestora cu temperatura. Electronii liberi din metale sunt cei care transporta sarcina electricd prin reteaua

cristalului. Rezistivitatea electricd reprezintd intensitatea campului electric pe unitatea de densitate de
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curent. Cu cat rezistivitatea electrica este mai mare, cu atat este mai intens campul electric necesar pentru
stabilirea unei densittati de curent date. Cu cat rezistivitatea electricd a unui material este mai mare, cu
atat conductivitatea electricd este mai redusi. In SI unitatea de masura pentru rezistivitatea electricd este
[p] =1 Q m. Conductivitatea electrica a unui material reprezinta posibilitatea ca sarcinile electrice sa fie
mobile prin corpuri realizate din aceste materiale, astfel incat s conduca curentul electric prin corp, la
aplicarea unei diferente de potential.

Izolatorii sunt corpuri solide obtinute prin legaturi ionice, In care nu se afla electroni liberi. Aceste
corpuri solide nu conduc curentul electric, deci au rezistivitate infinitd. Izolatorii nu lasa nici sarcini
electrice din afara lor si le strabata.

In metale electronii de valentd, fiind slab legati de atomii ce formeaza reteaua metalica, transporta
curentul electric. Se poate arata cad metalele (conductorii) au o rezistivitate electricd ce creste cu
temperatura, asa cum se poate vedea in Fig.6.1. a).

p P

pJ

a) conductori b) semiconductori

Fig.6.1. Variatia rezistivitatii electrice cu temperatura la conductori i semiconductori.

S-a determinat experimental ca rezistivitatea electrica a metalelor variaza cu temperatura dupa legea:

p=p,(1+0AT) (6.1)

unde py este rezistivitatea la temperatura de referinta Ty, o este coeficientul termic al rezistivitatii, iar
AT=T- T, este diferenta dintre temperatura T la care este exprimata rezistivitatea electrica si temperatura
de referinta.

Semiconductorii formeaza o clasd aparte in ceea ce priveste conductia electrica. Sarcinile electrice de
conductie din semiconductori, sau purtatorii, sunt electronii de conductie si golurile. Procesul de
generare de electroni de conductie §i de goluri constd in ruperea legéturilor covalente dintre anumiti
atomi, rolul principal fiind jucat de temperatura la care se afla semiconductorul: cu cat temperatura este
mai mare cu atit creste numarul de legdturi covalente din care unii electroni de valentd sunt pusi in
libertate, ei devenind electroni de conductie. Locurile lasate vacante de acesti electroni poarta numele de
goluri de conductie, ele participand alaturi de electronii de conductie la transportul sarcinilor electrice,
atunci cand se aplicd o tensiune electrica la capetele semiconductorului. Golurile de conductie sunt
sarcini electrice pozitive. Cresterea numarului de purtatori de sarcina electrica din semicondcutor odata
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cu cresterea temperaturii reprezintd procesul de scadere a rezistivitatii electrice a semiconductorului in
functie de temperaturd, asa cum se vede in fig.6.1.b). Din aceastd cauzd semiconductorii se deosebesc

fundamental de conductori.

6.2. Semiconductori

Semiconductori intrinseci (puri). Siliciul si germaniul sunt elemente din grupa a patra a sistemului
periodic, avand cate patru electroni pe invelisul exterior, numit §i strat de valenta. Cresterea cristalelor
semiconductoare se realizeaza prin difertite metode, una din cele mai raspandite fiind solidificarea prin
tragere lentd din topitura (cu viteze de tragere de 5-10 mm/h), utilizand un germene de cristal, care
constituie "matrita" de aranjare a atomilor la interfata lichid- solid.

Daca analizam structura unui cristal de Si pur, vom observa ca prin realizarea legaturilor covalente atomii
sunt astfel agezati Incat fiecare atom de Si este inconjurat de patru atomi vecini de Si, cu fiecare avand in
comun cate un electron de valentd. Astfel structura de pe stratul exterior al fiecarui atom de Si este una de
octet, adica fiecare atom de Si se comporta ca si cum ar avea el singur toti cei opt electroni pe stratul de
valenta, desi ai lui sunt doar patru. Reamintim ca o structurd cu un numar de opt electroni pe ultimul strat
ii conferd atomului o stabilitate deosebita.

Daca printr-un procedeu oarecare, de exemplu prin incalzirea cristalului, se rup unele din legaturile
covalente, atunci se creaza electroni liberi si goluri, in numar egal, deoarece fiecarei legaturi rupte fi
corespunde un electron de conductie i un gol. Semiconductorii puri, sau intrinseci, se caracterizeaza prin
egalitatea numarului de purtatori de sarcina electricd negativa si pozitivd. Aceasta egalitate se pastreaza si
la nivel de concentratii volumice de sarcind electricd (n; = n. = ny). Intrucat la temperaturi obisnuite
numai o parte din electronii de valentd sunt liberi sd participe la conductia electrica, conductivitatea
semiconductorilor puri este redusd. Conductia electrica din semiconductorii puri se numeste conductie
intrinsecad.

Semiconductori cu impuritati. Pentru a mari conductivitatea electricd a semiconductorilor se realizeaza
cristale covalente in care se introduc impuritati in procesul de solidificare. Sa consideram ca in topitura
de germaniu (grupa a I'V-a) se intoduc atomi de arseniu (grupa a V-a). Se solidifica amestecul si se obtine
un cristal semiconductor de Ge impurificat sau extrinsec. Atomii de As au cinci electroni de valenta, el
fiind un element din grupa a V-a (pentavalent). In structura cristalini care se formeazi un atom de arseniu
poate ocupa un loc al unui atom de germaniu. Atomul de As va forma cu patru din atomii de Ge cei mai
apropiati cate o legaturd covalentd, comportandu-se, din acest punct de vedere, ca un atom de Ge. Cel de-
1 cincilea electron al atomului de As nu va mai fi "legat" de nici un vecin, el raimand foarte slab legat de
atomul de As. Acest electron devine electron liber chiar la temperatura camerei. Golul ce-i corespunde nu
poate deveni gol de conductie, deoarece se afla in nucleul de As. Astfel, de la fiecare atom de impuritate

pentavalentd se creazd cate un electron de conductie. Concentratia de impuritati poate ajunge pana la un
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atom la 10'" atomi de germaniu. Acest tip de semiconductor se numeste de semiconductor de tip n,
deoarece numarul electronilor de conductie este mai mare decat numarul golurilor de conductie.
Concentratia electronilor de conductie este mai mare decat cea a golurilor de conductie, de aceea
electronii sunt purtatori majoritari.

In cazul in care se folosesc atomi trivalenti, ca de exemplu atomi de Galiu, care au numai trei electroni in
stratul de valentd, se obtine un semiconductor cu un numar mai mare de goluri de conductie decét
electroni de conductie, numit semiconductor de tip p. Acest tip de conductie electrica, prin intermediul
impuritatilor de concentratie controlatd se numeste conductie extrinsecd, iar semiconductorii impurifiati

cu impuritati de tip p sau de tip n se numesc semiconductori extrinseci.

6.3. Dispozitive cu semiconductori

Jonctiunea semiconductoare p-n. Dispozitivele electronice semiconductoare au in prezent cea mai
mare raspandire. Aceste dispozitive utilizeaza jonctiunea p-n, formatd dintr-un cristal de germaniu (sau
siliciu) ce a fost impurificat intr-o regiune cu atomi pentavalenti (de tip n) si in alta cu atomi trivalenti (de
tip p), regiunile fiind separate de o zona numita jonctiune.

Fenomenul principal din jonctiunea p-n este difuzia sarcinilor electrice majoritare (goluri in zona p si
electroni n zona n) dintr-una din zone in cealaltd zona. Trecand in zona In care electronii sunt majoritari,
golurile din zona p se vor recombina cu unii din electronii din acestd zona. La randul lor, unii din
electronii majoritari in zona n vor difuza in cealaltd zona, combinandu-se cu unele goluri de acolo. La
contactul celor doud zone se realizeaza o regiune de baraj: in zona n se afld o sarcina electricd pozitiva
neta (obtinuta prin difuzia electronilor in zona p), iar in zona p se afla sarcina electrica negativa (obtinuta
prin difuzia golurilor spre zona n). In jonctiune ia nastere un camp electric orientat dinspre zona n spre
zona p.

Dioda semiconductoare. Daca se conecteaza o jonctiune p-n intr-un circuit electric exterior, se obtine o
dioda semiconductoare. Aplicind o tensiune variabila in circuitul din fig.6.2.a), se constatd ca
dispozitivul conduce curentul electric daca polarizarea este cea indicatd in figura, adicd cu potentialul
pozitiv la zona p. In aceste conditii, in care se manifestd conductia int-un singur sens prin jonctiune,
putem afirma cd jonctiunea semiconductoare p-n functioneaza ca dioda.

Comportarea jonctiunii p-n ca dioda se datoreazd mecanismului de conductie electrica a celor doua zone,
pe care-1 vom descrie calitativ. Atunci cand regiunea p se afla la un potential pozitiv, deci mai ridicat
decét regiunea n, se reduce valoarea potentialului electric din zona de baraj a diodei, astfel cd este
facilitata trecerea golurilor din regiunea p catre regiunea n, iar a electronilor din zona n catre regiunea p.
Cele doua tipuri de purtitori contribuie la formarea curentului prin diodd, asa cum se poate vedea in
fig.6.2.b). Atunci cand se inverseaza polaritatea aplicata pe dioda, campul electric din zona de baraj

creste s mai mult, impingand electronii din zona p in zona n §i golurile din regiunea n spre regiunea p.
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migratiei din zona p). In mod similar, in zona p concentratia de electroni este redusi. De aceea la

polarizare negativa pe zona p a diodei se obtin curenti foarte redusi (vezi fig.6.2.b).

a) Jonctiunea p-n in circuit . .
) ’ p b) caracteristica curent tensiune

Fig.6.2. Dioda semiconductoare

O analiza cantitativa a procesului arata ca relatia dintre tensiunea §i intensitatea curentului electric prin

1= Io(e;T —1] (6.2)

unde Iy este o constantd caracteristica tipului de semiconductor, e este sarcina electronului, k este

dioda este de forma:

constanta lui Boltzmann, iar T este temperatura absoluta.
Tranzistorul. Un tranzistor este un dispozitiv format din doud jonctiuni p-n, asezate in
configuratia p-n-p sau n-p-n. Cele trei zone ale tranzistorului se numesc baza, emitor si colector, fiind

legate in circuitul tranzistorului p-n-p ca in fig.6.3.

erritor hara colector

— p[n | P

e curent de golur

{n s {u]s Ig
UE LA]

Fig.6.3. Tranzistorul p-n-p in circuit.

Se observa ca tensiunea baza-colector este cu polarizare inversa, ceea ce va determina ca in absenta sursei
dintre emitor si baza, prin colector sd treacd un curent foate redus. Aceste curent reprezintd efectul
polarizarii inverse a unei jonctiuni p-n. Dar daca intre emitor si baza se aplica o tensiune directd, U., asa
cum se vede 1n fig.6.3, atunci golurile din emitor se pun in miscare i trec prin baza, spre jonctiunea baza

-colector. Ele trec apoi §i prin colector, generand un curent electric prin rezistenta din circuitul baza-
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colector. Astfel prin circuitul colectorului trece un curent a carui intensitate este controlata de curentul
din circuitul emitorului. Tensiunea din circuitul colectorului, U, controleazad puterea electrica disipata
pe rezistorul R. Daca U, >Uk,, tranzistorul functioneaza ca amplificator de tensiune.

Circuitul integrat. Prin procesul de depunere pe un suport a unor straturi de material, urmata de
gravarea unor configuratii ale circuitelor electronice se obtine imbinarea functiei mai multor diode,
tranzistori, rezistente si condesatori pe o singurd placutd semiconductoare, realizandu-se circuitul
. . . . . 2 o .. .
integrat. Suprafata circuitelor integrate este de circa 2 mm®, de unde rezultd miniaturizarea ansamblelor,

care devin tot mai compacte, dar mai complexe i mai sofisticate.
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